DISSERTATION

ZUR KONVERGENZ DISKRETER
LEAST-SQUARES METHODEN AUF

RENE GOERTZ

(v Cuvillier Verlag Gottin

Internationaler wissenschaftlicher Fac|




Zur Konvergenz diskreter Least-Squares Methoden auf dquidistanten Stiitzstellen

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Zur Konvergenz
diskreter Least-Squares Methoden
auf dquidistanten Stiitzstellen

Von der
Carl-Friedrich-Gau3-Fakultat

der Technischen Universitdat Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig

zur Erlangung des Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

genehmigte Dissertation

von
René Goertz

geboren am 22.05.1987
in Wolfsburg

Eingereicht am: 04.01.2018

Disputation am: 01.02.2018

1. Referent: Prof. Dr. Thomas Sonar

2. Referent: Prof. Dr. Klaus-Jiirgen Forster

2018

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der
Deutschen Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten
sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

1. Aufl. - Géttingen: Cuvillier, 2018

Zugl.: (TU) Braunschweig, Univ., Diss., 2018

© CUVILLIER VERLAG, Gottingen 2018
Nonnenstieg 8, 37075 Gottingen
Telefon: 0551-54724-0
Telefax: 0551-54724-21
www.cuvillier.de

Alle Rechte vorbehalten. Ohne ausdriickliche Genehmigung
des Verlages ist es nicht gestattet, das Buch oder Teile

daraus auf fotomechanischem Weg (Fotokopie, Mikrokopie)
zu vervielfaltigen.

1. Auflage, 2018

Gedruckt auf umweltfreundlichem, saurefreiem Papier

aus nachhaltiger Forstwirtschaft.

ISBN 978-3-7369-9743-1
eISBN 978-3-7369-8743-2

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Vorwort

Die vorliegende Arbeit ist wahrend meiner Téatigkeit als wissenschaftlicher Mitar-
beiter des Instituts fiir Mathematik und Angewandte Informatik der Universitat
Hildesheim in Kooperation mit dem Institut Computational Mathematics der Tech-
nischen Universitat Braunschweig entstanden.

In Braunschweig gilt mein besonderer Dank meinem langjahrigen mathematischen
Lehrer und Doktorvater, Professor Dr. Thomas Sonar, fiir seine fachliche und per-
sonliche Betreuung. Seine Begeisterung fiir Mathematik und seine wissenschaftliche
Professionalitdt sind mir von Anfang an ein richtungsweisendes Vorbild gewesen.

In Hildesheim danke ich herzlich meinem Mentor und Institutsleiter, Professor Dr.
Klaus-Jiirgen Forster, fiir die umfangreiche Unterstiitzung. Die vielen anregenden
Gesprache haben mir wichtige Impulse fiir meine Arbeit und zugleich einen anderen
Blickwinkel auf die Thematik gegeben. Dariiber hinaus bedanke ich mich fiir das
stets vertrauensvolle und harmonische Arbeitsklima.

Ein weiterer Dank geht an meine Arbeitskollegen wéahrend meiner Lehrtatigkeit an
der Universitdt Hildesheim, insbesondere an Dr. Karl-Heinz Schlote, fiir das freund-
schaftliche Arbeitsklima.

Auflerdem mochte ich mich bei meinem Bruder Marcel Goertz und insbesondere bei
meinem Braunschweiger Kollegen Dr. Philipp Offner fiir eine detaillierte Durchsicht
von Teilen einer fritheren Version dieser Arbeit bedanken.

Meiner Familie, meinen Freunden und besonders meinen Eltern sowie meiner Le-
bensgefdhrtin danke ich sowohl fiir ihre menschliche Unterstiitzung als auch fiir ihr
Verstéandnis, dass wiahrend meiner gesamten Promotionszeit die mathematische For-
schung haufig im Vordergrund stand.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung
1 Einleitung

2 Vorbereitende Grundlagen
2.1  Funktionenklassen. . . . . . . . .. ...
2.1.1 Analytische Funktionen . . . . . .. ... ... ... .. ...
2.1.2  Funktionen von beschrankter Variation . . . . . ... ... ..
2.1.3  Stetigkeitsmodul . . . . .. ..o
2.2 Spezielle Funktionen . . . . . . .. ...
2.2.1  Gammafunktion . . . .. ...
2.2.2  Verallgemeinerte hypergeometrische Funktion . . . .. .. ..
2.3 Lineare Operatoren . . . . . . . . . . . .. ...
24 Quadratur . . . . ...

3 Orthogonale Polynome
3.1 Stetige orthogonale Polynome . . . . . . . . .. ... ... ... ...
3.1.1 Definition und Eigenschaften . . . . . . . . . .. ... ... ..
3.1.2  Jacobi-Polynome . . . . . ... ... ... L.
3.2 Diskrete orthogonale Polynome . . . . . . . ... ... ... .....
3.2.1 Definition und Eigenschaften . . . . . . .. ... .. ... ..
3.2.2 Hahn-Polynome . . . . . .. ... ... ... ..

4 Approximation mit Polynomen
4.1 Polynominterpolation . . . . . . . . ... ... L.
4.1.1 Polynominterpolation in dquidistanten Stiitzstellen . . . . . .
4.1.2  Polynominterpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen . . . . . .
4.2 Approximation mit Bernsteinpolynomen . . . . . ... ... ... ..
4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate . . . . .. ... ... ... ...
4.3.1 Der kontinuierliche Fall . . . . . ... ... ... ... ... ..
4.3.2 Der diskrete Fall . . . .. ... ... 0oL
4.4 Polynome bester Approximation . . . . . . . ... ... ...

5 Divergenz der Methode der kleinsten Quadrate

6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate
6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz . . . . . .. ... .. ..
6.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis. . . . . . . .. .. .. ... ...

19
19
19
21
24
24
26

29
29
32
34
37
39
39
41
44

47

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.

Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



INHALTSVERZEICHNIS

7 GleichmaBige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate
7.1 Hauptergebnis zur gleichméfligen Konvergenz .
7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis. . . . . .
7.3 Vergleich zum kontinuierlichen Fall . . . . . .
7.4 Vergleich zur Polynominterpolation . . . . . .
7.5 Vergleich zur Approximation mit Bernsteinpolynomen . . . . . . . . .
7.6 Vergleich zu anderer Stiitzstellenwahl . . . . .
7.7 Vergleich zum Polynom bester Approximation

8 Numerische Resultate

8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden

8.1.1 Vergleich z

um kontinuierlichen Fall . .

8.1.2  Vergleich zur Approximation mit Bernsteinpolynomen . . . . .

8.1.3  Vergleich z

ur Polynominterpolation . .

8.2 Variation der Stiitzstellenanzahl . . . . . . . .
8.2.1 Vergleich mit groflerer Stiitzstellenanzahl . . . . . . . . . . ..
8.2.2  Vergleich mit geringerer Stiitzstellenanzahl . . . . . . . . . ..

9 Ausblick

Literaturverzeichnis

79
79
85
90
92
93
94
98

99
100
101
103
105
107
108
110

115
121

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.

Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



Zusammenfassung

Wir betrachten die bekannte Methode der kleinsten Quadrate auf einem dquidis-
tanten Gitter mit N + 1 Stiitzstellen auf dem Intervall [—1, 1] mit dem Ziel der
Approximation einer Funktion f € C[—1, 1] durch ein Polynom n-ten Grades. Wir
untersuchen das folgende Problem:

Fiir welches Verhéaltnis N/n und welche Funktionen konvergiert die zugehorige Ope-
ratorfolge LSY : C[—1,1] — P, der Methode der kleinsten Quadrate? Dabei gehen
wir sowohl auf punktweise als auch auf gleichméaflige Konvergenz ein.

Wir untersuchen die obige Fragestellung bezogen auf eine diskrete Gewichtung vom
Jacobi-Typ. Dementsprechend analysieren wir zunéchst die Beziehung zwischen den
Jacobi-Polynomen P # und den Hahn-Polynomen Q (-; a, 8, N). Hierzu driicken
wir den Operator LSQI durch eine abgebrochene Reihenentwicklung einer Funktion
durch Hahn-Polynome aus.

Ohne zusatzliche Voraussetzungen an Funktionen f € C[—1, 1] kann keine gleichmé-
Bige Konvergenz garantiert werden. Wir konnen jedoch fir o = 8 unter zusatzlichen
Bedingungen an f und (N,,) _y Konvergenz garantieren und beweisen folgende Er-
gebnisse:

Die Reihenentwicklung 37 fuQx einer Funktion f € C[—1,1] N BV [—1,1] durch
Hahn-Polynome @) konvergiert fiir a > 0 punktweise, wenn die Reihenentwicklung
> h—o kak der Funktion f durch Jacobi-Polynome P, punktweise konvergiert und
wenn nitetmax{lel /N 0 fiir n, N — oo gilt.

neN

Hieraus folgt unter anderem folgendes Resultat:

Sei fe{geC'[-1,1]: ¢ € BV[-1,1]} und sei (N,), eine Folge von natiirlichen
Zahlen mit n*/N,, — 0. Dann konvergiert fir « = 0 die Methode der kleinsten
Quadrate LS [f] fiir jedes x € [~1,1].

Beziiglich der gleichméfligen Konvergenz beweisen wir folgendes Resultat:
Fiir fest gewahltes o > 0 sei f € {g eC>[-1,1]: lim ~ sup ‘g(”)(x) ";:;{2 = O}
o0 pe[—1,1] ’

und sei (V,,), eine Folge natiirlicher Zahlen mit N,, > 2n(n + 1). Dann konvergiert
die Methode der kleinsten Quadrate LSY"[f] gleichméBig auf [—1,1].

1
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1 Einleitung

Vor iiber 200 Jahren haben unter anderem Legendre und Gaufl begonnen mit der
Methode der kleinsten Quadrate zu arbeiten (vgl., z.B., [57]). Seitdem wird diese
Methode in vielen Gebieten der Mathematik verwendet und ist heutzutage ein Stan-
dardwerkzeug der Angewandten Mathematik (vgl., z.B., [1], [6], [14], [35], [71]). In
dieser Arbeit untersuchen wir Approximationseigenschaften dieser Methode.

Die Methode der kleinsten Quadrate ist folgendermaflen definiert (vgl., z.B., [35, S.
59], [34, S. 217], [58, S. 291]):

Seien x, € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen fir p = 0,..., N. Weiter sei
w: [a,b] — R eine auf {:EM};]:]:O positive Funktion, die sogenannte Gewichtsfunktion.

Fiir ein n < N sei U ein Unterraum von C [a,b] mit dimU = n + 1 auf {xu},]:[:o-

Der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSY : C[a,b] — U ist eindeutig
definiert durch die Eigenschaft

> (LS (@) = £ (@) w (@) = min 3 (o (@) = f (@) (n). (L)

In dieser Arbeit untersuchen wir den folgenden Fall:

e U =P, ist der Raum der Polynome vom Hochstgrad n,

e {xg,...,xy} ist ein dquidistantes Gitter mit N + 1 Stiitzstellen auf dem In-
tervall [—1,1], d. h. z, = =14 2u/N fir p=0,...,N.

Diese Situation tritt in der Praxis haufig auf: Polynome sind seit Jahrhunderten
eine bewahrte und intensiv untersuchte Funktionenklasse zur Approximation. Zu-
dem lassen sie sich sehr effektiv auf Computern einsetzen, da fiir jede Berechnung
nur die elementaren Operationen Addition und Multiplikation verwendet werden.
Aquidistant erhobene Informationen liegen hiufig vor, insbesondere bedingt durch
Datenerhebung auf groffen (oftmals mehrdimensionalen) dquidistanten Gittern.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei in dieser Arbeit das Intervall [a, b] auf das
Standardintervall [—1, 1] normiert.

Wir untersuchen folgendes Problem:

Fiir welche Funktionen f € K C C[—1,1] und welches Verhéltnis N/n konvergiert

die Folge (LSﬁ [ f])? Dabei betrachten wir sowohl punktweise als auch gleichmaflige
Konvergenz.

Um dieses Problem zu untersuchen, driicken wir den Operator LSnN in Abschnitt 4.3
durch eine abgebrochene Reihenentwicklung einer Funktion durch Hahn-Polynome

— 3 —
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1 EINLEITUNG

Qk (+;a, 8, N) aus. Die Hahn-Polynome Q) = Q (; a, 8, N) sind klassische diskrete
orthogonale Polynome auf dem Intervall I = [0, N] vom Grad k. Sie sind orthogonal
auf I beztiglich des Skalarprodukts

N
(f,9), = _ f(1)g()w(i), (1.2)
=0

7

wobei die Gewichtsfunktion w gegeben ist durch

w(z) = (O‘Zg“") (5 ET;QS) (13)

(=DF(k +a+ B+ Dy (B + 1)pk!
2k+a+ 8+ 1) (a+1)(—N),N!

Sie sind durch

<Qk('§04,@N)an('%Oé,/j?N»w = (1-4)

normiert (vgl., z.B., [47, S. 204]). Weitere Eigenschaften der Hahn-Polynome disku-
tieren wir in Abschnitt 3.2 iiber diskrete orthogonale Polynome.

Es ist bekannt, dass der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSf:/ durch
die Verwendung von Hahn-Polynomen folgendermaflen reprasentiert werden kann
(vgl., z.B., [35, S. 62-63], [58, S. 270], [77, S. 218-232]):

" % ) —=1),Qk
ey :;; <f( <22)k7Qk)> >

v, (JQV(1 + -)), (1.5)

mit f € C[~1,1].

Wir merken zunachst in Kapitel 5 an, dass wir ohne eine zusatzliche Voraussetzung
an die Funktionen f € C[—1, 1] keine gleichméaBige Konvergenz der Folge (LS;V [ f])
garantieren kénnen.

Bezogen auf unser oben genanntes Problem ist es also vollkommen egal welches Ver-
héltnis N/n wir zwischen der Anzahl der Stiitzstellen N + 1 und dem Polynomgrad
n wéhlen: Es gibt zu jedem Verhéltnis N/n eine stetige Funktion f € C[-1,1],
sodass die Methode der kleinsten Quadrate LS [f] nicht gleichmiBig gegen f kon-
vergiert. Um die gleichméflige Konvergenz garantieren zu kénnen, miissen wir also
die Funktionenklasse verkleinern. Dies untersuchen wir in Kapitel 7.

Wir beschéftigen uns zuvor in Kapitel 6 mit der punktweisen Konvergenz und
stellen dazu einen Vergleich zum kontinuierlichen Fall an. Hierbei untersuchen wir
die Beziehung zwischen den Jacobi-Polynomen Py 7 und den Hahn-Polynomen
Q. (+;a, B, N). Die Jacobi-Polynome behandeln wir genauer in Abschnitt 3.1 iiber
stetige orthogonale Polynome. Die folgende Beziehung zwischen den Hahn-
Polynomen @y und den Jacobi-Polynomen P, = P’ # ist bereits bekannt. Es gilt

Tim <—1>’“<kj;“>@k (Vs mia.8.8) = BE@), (16)
oy
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fur jedes x € [—1,1] (vgl., z.B., [60, S. 45]). Hier, wie auch in der gesamten Ar-
beit, sind bei asymptotischen Aussagen die Parameter o und S fest gewéhlt. Die
Jacobi-Polynome P®° sind orthogonal auf dem Intervall I = [—1,1] beziiglich des
Skalarprodukts

1

(f.9)= [ F@)g(@)e(x)da. (17)

-1

wobei

o(z) = (1 —2)*(1+x)” (1.8)
die Gewichtsfunktion ist. Sie sind normiert durch

2P (k4 a4+ 1)D(k+ 5+1)
e (2k+a+B8+1D)kT(k+a+B+1)

(vel., z.B., [47, S. 217]). Aufgrund von Gleichung (1.6) kénnen die Hahn-Polynome
als das diskrete Analogon der Jacobi-Polynome gesehen werden. Die Entwicklung ei-
ner Funktion f in Jacobi-Polynomen ist gut untersucht und wird zur Approximation
der Funktion f haufig verwendet (vgl., z.B., [3], [8], [10], [17], [42], [50], [64]). Ana-
log zur Darstellung der abgebrochenen Reihenentwicklung durch Hahn-Polynome in
Gleichung (1.5) hat die Entwicklung in Jacobi-Polynomen die Form:

Py
(gkﬂ))@Pk (1.10)

(1.9)

(2% 52

L&m—i

Bezogen auf diese beiden Reihenentwicklungen beweisen wir in Kapitel 6 folgende,
neue Abschétzung:

Sei @ > 0 und sei fir N € N

n(a, N) ::;—a+;\/(2a+l)(2a+2]\/+1). (1.11)

Fir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt

1) - 3 Do ()

: n3+a+max{1,a}
]

(1.12)

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

Hier, wie auch bei allen anderen in dieser Arbeit von uns erzielten Approximations-
resultaten, betrachten wir den wichtigen symmetrischen (sogenannten ultrasphéri-
schen) Fall & = . Aus (1.12) erhalten wir beziiglich der punktweisen Konvergenz
folgendes Ergebnis:

— 5 —
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1 EINLEITUNG

Die Reihenentwicklung >~ kak einer Funktion f durch Hahn-Polynome @) kon-
vergiert punktweise, wenn die Reihenentwicklung > 7, kak der Funktion f durch
Jacobi-Polynome P, punktweise konvergiert und wenn ndtetmax{lae} /N — 0 fir
n, N — oo gilt. Als Beispiel fiir die vielfaltigen Anwendungsmoglichkeiten sei hier
das folgende Ergebnis fiir den wichtigen Spezialfall @ = 0 genannt:

Sei f € K := {geC'[-1,1]: ¢ € BV[-1,1]} und sei (N,)nen eine Folge von
natiirlichen Zahlen mit

n4

Jim 3= 0. (1.13)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSQ[” [f] mit @ = 0 fiir jedes
€ [-1,1].

Es gibt viele weitere Anwendungen der obigen Abschétzung bei denen wir die punkt-
weise Konvergenz erhalten. Denn fiir etliche Klassen von Funktionen wurde in den
letzten Jahrzehnten die Konvergenz der zugehorigen Reihenentwicklungen in Jacobi-
Polynomen gezeigt. Dies ist in Kapitel 6 ausfiihrlich dargestellt.

In diesem engen Zusammenhang zwischen der Entwicklung einer Funktion nach
Jacobi-Polynomen, vgl. (1.10), und der Entwicklung nach Hahn-Polynomen, vgl.
(1.5), liegt die fiir mich grundlegende Motivation zu meinen hier vorgestellten,
von Thomas Sonar und Tom Koornwinder angeregten, Untersuchungen: Die Ent-
wicklung nach Jacobi-Polynomen ist seit Jahrzehnten eine bewahrte Methode zur
Modellierung insbesondere techno-mathematischer Fragestellungen, da hier viele
physikalisch-technische Eigenschaften bei der Modellierung mit erfasst werden kon-
nen. Allerdings miissen zur Ermittlung der Koeffizienten in (1.10) Integrale ausge-
wertet werden. Dies geschieht iiblicherweise durch Diskretisierung mit Hilfe quadra-
turtheoretischer Methoden. Da hier also bei der Integralapproximation sowieso dis-
kretisiert werden muss, ist die Frage naheliegend, ob man auf dem direkten Weg (also
ohne Berechnung von Integralen) mit Hilfe diskreter Orthogonalpolynome gleichwer-
tige Ergebnisse erzielen kann. In dieser Hinsicht untersuchen wir in Kapitel 7 die
Methode der kleinsten Quadrate auf gleichméflige Konvergenz. Das Hauptergebnis
lautet:

Sei a0 > —% und sei fir N € N

1 1
n(a, N) ::§—a+§\/(2a+1)(2a+21v+1). (1.14)
Weiter sei
2T (n4+2a+2)T (n+ a + 2) N!

D,y = . 1.15
M+ DID(2n+ 20+ 3) T (a0 + 1) N (N —n — 1)! (1.15)

Dann gilt fiir jedes f € C""! [—1,1] mit n + 1 < n(a, N)

s 1f) = 3 oo (G0 )

< D,y sup ]f<"+1 )\. (1.16)

ze[—1,1]

— 6 —
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Diese Abschitzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante D,, y in Ungleichung (1.16) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.

Hiermit erdffnet sich nun eine direkte Vergleichsmoglichkeit zwischen dem diskre-
ten Ansatz und der klassischen (stetigen) Vorgehensweise durch Betrachtung des
Maximalfehlers (,worst case“) in den Funktionenklassen

Kot = {feC"“ ~1,1): sup [f"H ()| < 1}. (1.17)
ze[—1,1]

Dieser Maximalfehler ist gemé8 (1.16) der Wert D,, y und dieser ist iberraschen-

derweise (zumindest fiir mich) fir n+1 < 3 —a + %\/(204 +1)(2c + 2N + 1) fur

jedes so gewéahlte Verhéltnis N/n kleiner als im entsprechenden klassischen Fall,

man vergleiche hierzu Abschnitt 7.3.

Als Beispiel fiir die vielfdltigen weiteren Anwendungsmoglichkeiten des obigen
Hauptergebnisses aus Kapitel 7 sei hier das folgende Ergebnis genannt:

Sei a > 0, sei

1
nets

n—00 z€[—1,1] oannl

feK:= {g €C*[-1,1]: lim sup ‘g(")(a:)‘ = 0} (1.18)

und sei (V,,)nen eine Folge mit N,, > 2n(n + 1). Dann konvergiert die Methode der
kleinsten Quadrate LS"[f] gleichmaBig auf dem Intervall [—1,1].

Wir erhalten aus dem obigen Resultat weitere Abschatzungen, welche wir in Kapitel
7 darstellen und diskutieren. Anschlielend vergleichen wir unsere Approximationsre-
sultate mit entsprechenden Resultaten bekannter Approximationsmethoden, welche
wir in Kapitel 4 ausfithrlich darstellen.

In Kapitel 8 prasentieren wir beispielhaft numerische Resultate zur Methode der
kleinsten Quadrate. Zunéchst vergleichen wir numerisch den diskreten mit dem
kontinuierlichen Fall der Methode der kleinsten Quadrate. Auflerdem vergleichen
wir die Methode im diskreten Fall mit anderen in Kapitel 4 vorgestellten Appro-
ximationsmethoden. Weiterhin untersuchen wir, basierend auf unseren Ergebnissen
in den vorherigen Kapiteln, numerisch fiir ausgewahlte Testfunktionen bei welchem
Verhéltnis N/n der Maximalfehler bei wachsenden n und N ansteigt.

Im letzten Kapitel 9 geben wir einen Ausblick auf eine mogliche Anwendung der Me-
thode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall bei Spektralen-Differenzen-Verfahren
zur Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen, die seit vielen Jahren in der
Braunschweiger Forschungsgruppe von Thomas Sonar, Martina Wirz, Philipp Offner
und weiteren Mitgliedern hochst erfolgreich untersucht werden.

— 7 —
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2 Vorbereitende Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir vorbereitende Grundlagen zusammen, welche wir fiir
die weiteren Kapitel dieser Arbeit bendtigen.

Wir beginnen mit der Einfithrung einiger wichtiger Funktionenklassen, wie beispiels-
weise die Klasse der Funktionen von beschrankter Variation.

Insbesondere beschéftigen wir uns mit den sogenannten ,Speziellen Funktionen®,
deren Studium ein eigenes mathematisches Teilgebiet ist. Wir stellen insbesondere
Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeometrischen
Funktion bereit.

Im Anschluss behandeln wir in Hinsicht auf die Kapitel 4 und 5 die Theorie der
linearen Operatoren.

Abschlieflend stellen wir ausgewéhlte Grundlagen der Quadraturtheorie zusammen,
die in Kapitel 6 ben6tigt werden.

2.1 Funktionenklassen

2.1.1 Analytische Funktionen

Im Folgenden definieren wir die Klasse der analytischen Funktionen, die aus der
Funktionentheorie wohlbekannt sind. Wir kommen spéter in dieser Arbeit auf diese
Funktionenklasse zurtick.

Definition 2.1 (vgl., z.B., [33, S. 45]). Sei D C C offen. Weiter sei eine Funktion
f D — C gegeben. Dann heifit f analytisch, falls f in jedem Punkt a € D
komplex differenzierbar ist. Weiterhin heifit f im Punkt a analytisch, falls es eine
Umgebung U C D von a € U gibt, sodass f auf U analytisch ist.

Satz 2.2 (vgl., z.B., [33, S. 106]). Sei D C C offen. Weiter sei eine analytische
Funktion f : D — C gegeben. Dann ist f auf jeder in D enthaltenden Kreisscheibe
Br(a) :={z€ C: |z—a|] < R} C D in eine Potenzreihe entwickelbar und es gilt

n!

o £ (g
f(z) = ; S )(z —a)", fir alle z € Bg(a). (2.1)

2.1.2 Funktionen von beschrankter Variation

In diesem Unterabschnitt beschaftigen wir uns mit der Klasse der Funktionen von
beschriankter Variation. Diese Klasse spielt besonders in Kapitel 6, in welchem wir

— 9 —
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

uns mit der punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate auseinan-
dersetzen, eine wichtige Rolle. Um diese Klasse zu definieren, benétigen wir zunéchst
die folgende Definition der totalen Variation:

Definition 2.3 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Die totale Variation einer reellwertigen
Funktion f : [a,b] — R ist definiert durch

n—1
Valf] = sup > | f (wig1) — f (23)], (2.2)
PeP ;—
wobei das Supremum auf der Menge
P={P={xo,...,0n}: a=290<21 < - <p1 <z, =0, n €N} (2.3)

tber alle Partitionen des Intervalls |a,b] gebildet wird. Der Kiirze halber schreiben

wir V[f] =V, [f].
Wir konnen nun die Klasse von Funktionen von beschrankter Variation definieren.

Definition 2.4 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Eine reellwertige Funktion f : [a,b] —
R ist von beschrankter Variation, wenn ihre totale Variation endlich ist. Wir
definieren die Klasse von Funktionen von beschrinkter Variation auf dem Intervall

[a,b] durch
BVa,b] = {f:[a,b] > R: 3C >0:V)[f] < C}. (2.4)

Es stellt sich die Frage, wie man Funktionen von beschriankter Variation charak-
terisieren kann. Zudem ist es interessant, welche gangigen Funktionenklassen Teil
der Klasse von Funktionen von beschréankter Variation sind und welche nicht. Wir
fassen einige wichtige Eigenschaften zusammen (vgl., z.B., [41, S. 496-499)):

e Die Menge BV [a, b] enthélt alle Treppenfunktionen sowie alle monotonen oder
Lipschitz-stetigen Funktionen. Insbesondere enthdlt BV [a,b] also auch alle
stetig differenzierbaren Funktionen f € C![a,b] mit beschrinkter Ableitung
f" auf [a, b].

e Es existieren stetige Funktionen f € C[a,b], die nicht von beschrankter Va-
riation sind. Ein Beispiel dafiir ist die bekannte Funktion f : [0,1] — R, die
durch

fl@) = {;”COS () . ! (2.5)

definiert ist.

e Seien f € BV [a,b] und ¢ € (a,b) gegeben. Dann gilt

ANERAVERAVE (2.6)

10 —

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



2.1 FUNKTIONENKLASSEN

Funktionen von beschrankter Variation konnen folgendermaflen charakterisiert wer-
den:

Satz 2.5 (vgl., z.B., [41, S. 498]). Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von
beschrinkter Variation, wenn sie als Differenz zweier monoton steigender Funktio-
nen dargestellt werden kann:

feBVa,b < 3fi, f2:]a,b] = R monoton steigend : f = f1 — fo.  (2.7)

Insbesondere gilt fiir stetige Funktionen, dass sie genau dann von beschrinkter Va-
riation sind, wenn sie sich als Differenz zweier stetiger und monoton steigender
Funktionen darstellen lassen.

Daraus lésst sich unmittelbar fiir eine Funktion von beschrankter Variation f €

BY [a, b] folgern (vgl., z.B., [41, S. 498]):
e Fiir alle 7 € [a, b] existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

lim, f(z) und lim f(x). (2.8)

CE*}[L’O x%xo

e Es existieren héchstens abzéhlbar viele Stellen {z;},.; C [a,b] an denen f
unstetig ist.

e f ist Riemann-integrierbar.

Unser Hauptergebnis Theorem 6.25 aus Kapitel 6 beweist eine Fehlerabschatzung
fir Funktionen der Klasse C [—1,1] N BY [—1, 1]. Mit Hilfe der soeben zusammenge-
stellten Eigenschaften lassen sich leicht Funktionen dieser Klasse angeben, auf die
wir Theorem 6.25 anwenden koénnen.

2.1.3 Stetigkeitsmodul

In diesem Unterabschnitt betrachten wir das Stetigkeitsmodul einer stetigen Funkti-
on. Das Stetigkeitsmodul wurde erstmals von H. Lebesgue im Jahr 1910 eingefiihrt
(vgl. [52]). Wir benoétigen es in Abschnitt 6.2, in welchem wir das Hauptergebnis
zur punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate genauer diskutie-
ren. Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lésst sich die Klasse der stetigen Funktionen
differenzierter betrachten.

Definition 2.6 (vgl., z.B., [63, S. 116]). Fir f € Cla,b] heifst die durch
w(f,la,b],0) = sup{|f(z) = f(O)] : =t €[a,b] und |z —1t] <3}, (2.9)
definierte Funktion w (f,[a,b],-) : Rt — R* Stetigkeitsmodul von f auf [a,].

Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lassen sich gleichmafBig stetige Funktionen wie folgt
charakterisieren:
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

Satz 2.7 (vgl., z.B., [63, S. 117]). Eine Funktion f ist im Intervall [a,b] genau dann
gleichmdf$ig stetig, wenn

(lsi_rf(l)w (f,la,b],0) =0. (2.10)

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls einer Funktion
f € Cla,b] zusammen (vgl., z.B., [70, S. 179]):

e Die Funktion w (f,[a,b],-) ist monoton steigend, d. h. fiir alle §; < 5 gilt

w (f,[a,b],61) <w(f,[a,b],02) (2.11)
o Die Funktion w (f, [a,b],-) ist subadditiv, d. h. fiir alle &, 5, > 0 gilt
w(f,[a,b],01 +62) < w(f.[a,b],01) +w(f, [a,b],6) . (2.12)
o Fiir alle m € Ny gilt
w (f,la,b],md) < mw(f,[a,b],9). (2.13)
o Fiir alle A > 0 gilt
w(f,]a,b], A8) < (A + Dw (£, [a,b], ). (2.14)

Die Funktion w (f, [a,b], ) ist stetig.

2.2 Spezielle Funktionen

In den folgenden Unterabschnitten stellen wir fiir die Beweise unserer Theoreme
wichtige Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeome-
trischen Funktion bereit. Diese gehoren zu den sogenannten ,Speziellen Funktio-
nen“, die nicht nur in der Analysis, sondern auch in vielen Anwendungsbereichen
eine wichtige Rolle spielen.

2.2.1 Gammafunktion

Die Gammafunktion, im Folgenden mit I'-Funktion abgekiirzt, ist eine ,Spezielle
Funktion“, von der wir im Folgenden wesentliche Eigenschaften zusammenfassen.
Die I'-Funktion ist auf der rechten Halbebene der komplexen Zahlen definiert und
wurde erstmals von L. Euler 1729/30 eingefiihrt:

Definition 2.8 (vgl., z.B., [33, S. 194]). Die Funktion

I':{ze€C: Re(z) >0} = C, (2.15)
definiert durch
I(z) = /tz—l et dt (2.16)
0

heift T'- Funktion. Dabei ist 2~ := e(*=D18®) it log(t) € R.
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2.2 SPEZIELLE FUNKTIONEN

Anmerkung 2.9 (vgl., z.B., [33, S. 195]). Das sogenannte Gammaintegral
['(z) = /tz_1 e ' dt (2.17)
0
konvergiert in der Halbebene {z € C: Re(z) > 0} absolut, d. h. I'(z) st fiir jedes

z € C mit Re(z) > 0 wohldefiniert. Insbesondere stellt die I'-Funktion in der rechten
Halbebene eine analytische Funktion dar.

Auflerdem sind von der I'-Funktion viele weitere interessante Eigenschaften bekannt.
Einige fir uns hier wichtige sind im Folgenden aufgefithrt (vgl., z.B., [33, S. 194-
209]):

e Die I-Funktion lésst sich auf C\ {0, —1, —2, =3, ... } eindeutig analytisch fort-

setzen.
e Die ['-Funktion geniigt der Funktionalgleichung

['(z+1) = 2I'(2) fur alle z € C\ {0,—1,—-2,-3,... }. (2.18)
e Man kann die I'-Funktion als Erweiterung der Fakultat auffassen, denn es gilt
I'(n+1) = n! fir alle n € Ny. (2.19)

e (Gauf’sche Produktentwicklung) Es gilt fiir alle z € C

1 . nF

—— = lim 2(z4+1)(z+2)-...- (2 +n). (2.20)

['(z) n—=oe nl

Die I'-Funktion besitzt keine Nullstellen.

o (Erginzungssatz, L. Euler, 1749) Fur alle z € C\Z gilt

™

T(2)[(1 - 2) =

. 2.21
sin 7z ( )
Dariiber hinaus geniigt die I'-Funktion der folgenden asymptotischen Eigenschaft,
welche wir sehr haufig verwenden:

Lemma 2.10 (vgl., z.B., [2, S. 257]). Fir a,b> 0 gilt

JL(NH4a) (a—b)(a+b—1) 1
b I(N+b) bt 2N o <N2) ' (2.22)

Im Folgenden definieren wir weitere Funktionen, die sich aus Termen von Gamma-
funktionen zusammensetzen und die im Verlauf dieser Arbeit noch bendtigt werden.
Zunéchst definieren wir das Pochhammer-Symbol, welches in der Definition der ver-
allgemeinerten hypergeometrischen Funktion verwendet wird.
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

Definition 2.11 (vgl., z.B., [47, S. 4]). Fir beliebige z € C setzen wir
k
(2)y :=1 und ( Hz—{—z—l fiir alle k € N. (2.23)

Die fir alle k € Ny definierten (), heifsen Pochhammer-Symbole.

Anmerkung 2.12. Aufgrund der Funktionalgleichung (2.18) der T'-Funktion ldsst
sich das Pochhammer-Symbol auch folgendermafen darstellen (vgl., z.B., [2, S.
256]):

r k
(2), = <;(+Z)) fiir alle k € N. (2.24)
Weiterhin gilt der interessante Spezialfall (vgl., z.B., [47, S. 4])
(1), = k! fir alle k € N. (2.25)

Nun definieren wir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten. Diesen benotigen
wir unter anderem bei der Definition der Hahn-Polynome.

Definition 2.13 (vgl., z.B., [47, S. 4]). Fir beliebige o € C\ {—1,—-2,—3,...} und
g € C ist der Binomialkoeffizient (g) definiert durch

@) o+ 1)
<5> S T(B+D)(a—B+1) (2.26)

Anmerkung 2.14. Insbesondere gilt fiir n,k € Ng mit n > k der bekannte Spezial-
fall (vgl., 2.B., [47, S. 4])

n n!
(k;) T El(n—k) (2.27)

der unmittelbar aus der Beziehung (2.19) folgt.

Anmerkung 2.15. Firn € Ny und fiir « > —1 gilt die asymptotische Eigenschaft

(” i O‘) =00, (2.28)

n

die unmittelbar aus Gleichung (2.22) folgt.

2.2.2 Verallgemeinerte hypergeometrische Funktion

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die verallgemeinerte hypergeometrische
Funktion. Wir benotigen sie spater im Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen.
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2.2 SPEZIELLE FUNKTIONEN

Definition 2.16 (vgl., z.B., [47, S. 5]). Fir beliebige r,s € Ny definieren wir die
Funktion , Fy durch

Aty ooy Gy o (ar), .- (a.), 2
o (bl, SN bs7z> T kZ::O (bl)k . (bs)k H (229)

Die Funktion .F, heifst verallgemeinerte hypergeometrische Funktion. Die
zugehorige Reihe

k

i (a), ... (ar)ki (2.30)
= (b)) !
heifst hypergeometrische Reihe.

Anmerkung 2.17. Die Parameter a;,b; sollten so gewdhlt werden, dass die ein-
zelnen Faktoren in den Nennern der Terme der hypergeometrischen Reihe von null
verschieden sind. Ansonsten divergiert die Reihe. Beispielsweise sind in der Rethe

1 > (1), & & 2P
1By <_1;z> => (—11):;5 => = (2.31)

k=0

die Nenner (—1), fir alle k > 2 null. Denn es gilt

k
(D =J](-14+i-1)=-1-0-1-...-(k—2)=0. (2.32)
i=1
Ist andererseits ein Parameter a; des Zdhlers gegeben durch a; = —n, wobei n € Ny,

so ist die hypergeometrische Funktion . Fy ein Polynom n-ten Grades in z (vgl., 2.B.,

[47, S. 5]). Denn dann gilt fir alle k > n
(—n)y=—n-(—n+1)-...-(—n+(n+1)—-1)-...-(—n+k—-1)=0 (2.33)

und man erhdlt

ai, --., QA - (al)k""'(aT)kzk
(bl,...,bs ) g(bl)k-...-(bs)kk! (2:34)

Trifft weder der eine noch der andere oben genannte Fall zu, so ist der Konvergenz-
radius R der hypergeometrischen Reihe gegeben durch

oo firr <s-+1,
R=<{1 firr=s+1, (2.35)
0 firr>s+1

(vgl., 2.B., [47, S. 5]).
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

Der Begriff , hypergeometrisch” ist zum ersten Mal von J. Wallis in seiner Arbeit
,2Arithmetica Infinitorum“ im Jahr 1655 verwendet worden (vgl. [72, S. 1]). Er un-
tersuchte dabei Verallgemeinerungen der gewohnlichen geometrischen Reihe

o0

Sdf=1+q+F+¢+... (2.36)
k=0

Insbesondere beschéftigte er sich dabei genauer mit der Reihe

[e.9]

Y (a)y,=1+a+ala+1)+ala+1)(a+2)+... (2.37)

(vgl. [72, S. 1]). In den darauf folgenden 150 Jahren haben sich viele weitere Ma-
thematiker, darunter Euler und Gauf}, mit &hnlichen Reihen auseinandergesetzt.
Zentraler Gegenstand war dabei die Gaul Reihe, die auch als gewohnliche hyper-
geometrische Reihe bezeichnet wird. Sie ist ein Spezialfall der verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion und ist durch

oFy [a,b; ¢; z] = g%)(a)(’;;:))kz! =, (a,c b; z) (2.38)

definiert (vgl., z.B., [72, S. 1]).

2.3 Lineare Operatoren

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Aussagen tiber lineare Opera-
toren in normierten Raumen bereit, die wir zur Untersuchung der Divergenz der
Methode der kleinsten Quadrate in Kapitel 5 benttigen.

Definition 2.18 (vgl., z.B., [77, S. 45]). Seien (X, ||-||x) und (Y, |-||y) normierte
Vektorraume tiber K = R oder K = C. Fine Abbildung T : X — Y heifit linearer
Operator, falls fir alle v,y € X und A\ € K die Figenschaften

o T'(\x) =\ (x),
e T'(x+y)=T(x)+T(y)
gelten.

Eine fundamentale Klassifizierung von linearen Operatoren ist die Unterscheidung
zwischen beschrankten und unbeschrankten linearen Operatoren. Die Beschrankt-
heit ist dabei dquivalent zur Stetigkeit der Operatoren (vgl., z.B., [77, S. 46]).

Definition 2.19 (vgl., z.B., [77, S. 46]). Seien (X, ||-||x) und (Y, |-||y) normierte
Vektorraume tiber K = R oder K = C. Fin linearer Operator T' : X — Y heifit
beschrdankt, falls es eine Konstante M > 0 gibt, sodass fir alle x € X die Unglei-
chung

1T (@)lly < M [|2] x (2.39)
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erfillt ist. Mit L (X,Y) wird der folgende Raum bezeichnet:
L(X,)Y):={T: X =Y : T ist linear und beschrankt} . (2.40)

Der Raum L (X,Y) der linearen beschrankten Operatoren ist in folgendem Sinn
selbst ein normierter Vektorraum:

Satz 2.20 (vgl., z.B., [77, S. 47]). Seien (X, ||-|| ) und (Y, ||-|ly,) normierte Vektor-
raume tber K = R oder K = C. Dann wird durch

IT[ = sup [ T(2)]y, (2.41)

ll=]lx <1
fir alle T'€ L(X,Y), eine Operatornorm
Il : L(X,Y) =R (2.42)
definiert.

Die Norm ||T']|] eines Operators T € L (X,Y') entspricht also der kleinstmdéglichen
Konstante M > 0 aus Definition 2.19, d. h. es gilt

T = inf {M >0 [[T(z)], <M |[[z]y Vze X} (2.43)
(vgl., z.B., [77, S. 46]).

Des Weiteren benotigen wir den Begriff der Projektion, welchen wir im Folgenden
definieren:

Definition 2.21 (vgl., z.B., [77, S. 161]). Sei (X, ||||y) ein normierter Vektorraum
tber K =R oder K = C. Weiter sei U ein Untervektorraum von X . Eine Abbildung
P : X — U heifit Projektion, oder auch Projektionsoperator, falls

PoP=Pund P(U)="U. (2.44)
Fiir Kapitel 4 stellen wir abschlieffend den Begriff des positiven Operators auf dem
Raum der stetigen Funktionen Cla, b] bereit:

Definition 2.22 (vgl., z.B., [63, S. 249]). Ein linearer Operator T : Cla,b] — Clc, d]
heifit positiv, falls aus f > 0 stets T(f) > 0 folgt.

2.4 Quadratur

In diesem Abschnitt stellen wir in Bezug auf Kapitel 6 ausgewédhlte Grundlagen
der Quadraturtheorie bereit. Quadraturverfahren gehoéren zu den wichtigsten nu-
merischen Grundlagen-Methoden. Unter anderem sucht und analysiert man in der
Quadraturtheorie Verfahren, die zur Auswertung des Integrals

/ f(z)dz (2.45)

tiber einer stetigen Funktion f € Cla,b] dienen (vgl., z.B., [18, S. 9]). Denn nur
selten ist es moglich zu einer Funktion f € Cla, b] eine Stammfunktion F' explizit zu
bestimmen, mit deren Hilfe sich das obige Integral einfach berechnen lief3e.
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2 VORBEREITENDE GRUNDLAGEN

Definition 2.23 (vgl., z.B., [18, S. 12-13]). Sei ein Intervall [a,b] C R und ein
n € N gegeben. Weiter seien Werte xy € [a,b] und ar € R, fir k =1,...,n gegeben.
Dann heift ein lineares Funktional @, : C [a,b] — R, welches durch

Qulf] = ; axf (1), (2.46)

fir alle f € Cla,b] definiert ist, Quadraturformel n-ter Ordnung auf dem Grund-
intervall [a,b]. Die ay heiffen Gewichte der Quadraturformel und die xy heiflen
Stiitzstellen der Quadraturformel. Eine Folge von Quadraturformeln wachsender
Ordnung zum gleichen Grundintervall heifyt Quadraturverfahren.

Quadraturverfahren werden vor allem nach den Kriterien Konvergenz, Genauigkeit,
Einfachheit, Zuganglichkeit der Restabschitzung, Fehlerfortpflanzung und Stiitzstel-
lenwahl untersucht (vgl., z.B., [18, S. 15-16]). Wir gehen im Folgenden néher auf das
in Kapitel 6 benotigte, sogenannte Trapezverfahren ein.

Definition 2.24 (vgl., z.B., [18, S. 20]). Das durch

e FOE sA CRAUER BT B

definierte Quadraturverfahren, heifit Trapezverfahren.

Tr

Anmerkung 2.25. Das Trapezverfahren Q'

mentaren Trapezregel

1 basiert auf der sogenannten ele-

_b—a

=

[f(a) + f(D)] (2.48)

fir das Intervall [a,b]. Transformation dieser elementaren Trapezregel auf die Inter-
valle

b— b—
a,a—l—k a4

a+ (k—1) (2.49)

n

fir k=1,...,n und anschlieffende Addition ergibt das Trapezverfahren QL' .

Man findet in der Literatur zahlreiche Fehlerabschatzungen zum Trapezverfahren,
sieche dazu beispielsweise [21]. Wir benétigen insbesondere in Kapitel 6 die folgende
Abschatzung;:

Satz 2.26 (vgl., z.B., [21, S. 218, (7.14)]). Fir jedes f € C[a,b] N BV [a,b] und alle
n e N gilt

b

[ f@)dz = Qi 1]

a

b—a
2n

< VIf]. (2.50)
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3 Orthogonale Polynome

In diesem Kapitel betrachten wir orthogonale Polynome und ihre Eigenschaften.
Orthogonale Polynome sind seit Ende des 19. Jahrhunderts vor allem in der Ana-
lysis ein wichtiger Bestandteil, sowohl vieler tiefliegender theoretischer Ergebnisse
wie auch zahlreicher praktischer Anwendungen. Sie weisen Verbindungen zu trigo-
nometrischen, hypergeometrischen, Bessel und elliptischen Funktionen auf. Dariiber
hinaus spielen sie in den Bereichen Approximation und Quadratur héufig eine sehr
entscheidende Rolle. Zudem sind sie in der Theorie der Differential- und Integral-
gleichungen ein unverzichtbares Hilfsmittel. Fiir weitere Anwendungsgebiete sei etwa
auf [47], [60], [73] verwiesen. Fir uns ist im Wesentlichen der Zusammenhang zur
Methode der kleinsten Quadrate von Bedeutung. Dabei stellen wir den Operator
der Methode der kleinsten Quadrate durch eine abgebrochene Reihenentwicklung
in orthogonalen Polynomen dar. Hierbei beschéftigen wir uns insbesondere mit den
Jacobi-Polynomen und den Hahn-Polynomen. Wir unterscheiden im Folgenden zwi-
schen stetigen orthogonalen Polynomen und diskreten orthogonalen Polynomen, in
Abhéngigkeit von dem jeweiligen inneren Produkt.

3.1 Stetige orthogonale Polynome

3.1.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.1 (vgl., z.B., [47, S. 1]). Sei ein Intervall (a,b) mit a,b € RU{oco} gege-
ben. Weiter sei eine stetige, stickweise stetige oder Riemann-integrierbare Funktion
w: (a,b) = (0,00) gegeben, sodass

b
0< /x2"w(x)dx < oo fiir alle n € Ny (3.1)

gilt. Fin System {pn}neNO von Polynomen, wobei fir jedes n € Ny das Polynom p,
den Polynomgrad n hat, heifst orthogonal auf dem Intervall (a,b) beziglich w, falls

b
/pn(x)pm(x)w(x)dx =0 fiir alle n,m € Ny, mit n #m (3.2)

gilt. Die Funktion w heifst dann Gewichtsfunktion.

Anmerkung 3.2. Bei Systemen {pn}neNo, die die Voraussetzungen aus Definition
3.1 erfillen, sprechen wir, zur Unterscheidung von den spdter definierten diskreten
orthogonalen Polynomen, auch von stetigen orthogonalen Polynomen (vgl.,

2.B., [47, S. 2]).
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3 ORTHOGONALE POLYNOME

Anmerkung 3.3. In diesem Zusammenhang sprechen wir auch von Orthogonalitat
beziiglich des durch

b

(f.9) = [ F@)ge)w(a)dz (33)

a

definierten Skalarprodukts.

Durch die Gleichung (3.2) werden die jeweiligen Systeme von orthogonalen Polyno-
men bis auf konstante Faktoren festgelegt (vgl., z.B., [47, S. 2]).

Wir wollen in der folgenden Anmerkung einige fiir uns wichtige Eigenschaften von
stetigen orthogonalen Polynomen zusammenfassen.

Anmerkung 3.4. Sei ein System {pn}neNO aus orthogonalen Polynomen gegeben,
welches orthogonal auf dem Intervall (a,b) beziglich des Skalarprodukts

(f.9) = [ f@)g@)(x)da (3.4

ist. Dann gelten folgende Figenschaften (vgl., z.B., [60, S. 11-15]):

e Jedes Polynom q n-ten Grades ldasst sich eindeutig darstellen durch

q= (q’pk))pk- (3.5)

k=0 (pkypk
e Die orthogonalen Polynome p, erfillen eine Rekursionsgleichung der Form
TP () = nPni1 () + Bupn () + MPu-1(2), (3.6)
wobei av,, B, und v, Konstanten sind.
e Die Nullstellen der Polynome p,, sind alle einfach und liegen im Intervall (a,b).

Von besonderer Bedeutung sind orthogonale Polynome, die eine Gleichung vom hy-
pergeometrischen Typ erfiillen. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung, wel-
che wir im Folgenden definieren:

Definition 3.5 (vgl., z.B., [60, S. 2]). Eine Differentialgleichung der Form
oy’ +71y + Ay =0, (3.7)

wobei o ein Polynom hochstens zweiten Grades, T ein Polynom hdchstens ersten
Grades und X eine Konstante ist, heiffit Gleichung vom hypergeometrischen
Typ. Losungen einer solchen Gleichung heiffen Funktionen vom hypergeome-
trischen Typ. Sind diese Losungen Polynome, so heiflen diese Polynome vom
hypergeometrischen Typ.
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3.1 STETIGE ORTHOGONALE POLYNOME

Viele Probleme der Angewandten Mathematik sowie der Mathematischen Physik
fithren zu Gleichungen vom hypergeometrischen Typ. Gleichung (3.7) lésst sich
durch Multiplikation einer Funktion o in folgende selbstadjungierte Form bringen:

(0oy') + Aoy = 0, (3.8)

wobei p der Differentialgleichung

(c0) =70 (3.9)

gentigen muss. Die einfachsten Losungen dieser Gleichungen sind Polynome. Wir
betrachten die Losungen auf einem Intervall (a,b) mit a,b € R U {oco}. Erfilllt die
Funktion ¢ die Randbedingungen

lim o(z)o(z)z" = 0 und lim o(z)o(z)2" = 0 fiir alle k € Ny, (3.10)

T—a z—b

so sind die zugehorigen Polynome vom hypergeometrischen Typ orthogonal auf dem
Intervall (a,b) beziiglich o. Sie heilen klassische orthogonale Polynome (vgl.,
B., [60, S. 7]). Dies sind die Jacobi-Polynome, Hermite-Polynome und Laguerre-
Polynome. Sie sind, bis auf lineare Transformationen des Arguments z, die einzigen
Klassen von orthogonalen Polynomen, welche eine Gleichung vom hypergeometri-
schen Typ losen (vgl., z.B., [60, S. 8-9]). Wir interessieren uns besonders fiir die
Jacobi-Polynome und behandeln diese in Unterabschnitt 3.1.2. Bevor wir jedoch zu
den Jacobi-Polynomen kommen, betrachten wir in der folgenden Anmerkung eine
explizite Formel zur Bestimmung von Polynomen vom hypergeometrischen Typ:

Anmerkung 3.6. Die Polynome vom hypergeometrischen Typ erfillen die soge-
nannte Rodrigues-Formel. Fiir ein Polynom p, vom hypergeometrischen Typ n-
ten Grades gilt

B, d" . .
pole) = 05 [0 @)ofa)], (3.11)

wobei By, konstant ist (vgl., z.B., [60, S. 4]).

3.1.2 Jacobi-Polynome

Die Jacobi-Polynome P, = P®f sind klassische orthogonale Polynome auf dem
Intervall I = [—1,1] vom Grad n. Sie kénnen mit Hilfe der hypergeometrischen
Funktion folgendermaflen definiert werden:

Definition 3.7 (vgl., z.B., [47, S. 216]). Seien o, 5 > —1. Dann heiffen die durch

., (- 1—
pe(z) = @ L Dn F< SRR

n! a+1 2 519
B oz—l—lnz L(n+a+B+1), (1—a)k (3:12)
B ! (a+1), 26k 7
fiir alle n € Ny definierten Polynome P, = P%?, Jacobi-Polynome.
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3 ORTHOGONALE POLYNOME

Die Jacobi-Polynome P# sind orthogonal auf dem Intervall I = [—1, 1] beziiglich
des Skalarprodukts

1

(1900 = [ F@)g(@)e(x)da. (3.13)

-1

wobei
o(z) = (1—2)*(1+z)° (3.14)

die Gewichtsfunktion ist. Sie sind normiert durch

20+A+1T nr 1
(P2#, P2f) — (n+at+ Di(n+S+1) (3.15)
e (2n+a+pf+1)nT'(n+a+p4+1)

(vgl., z.B., 47, S. 217)).

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften der Jacobi-Polynome zusammen (vgl.,

z.B., [47, S. 217-218]):
e Die Jacobi-Polynome erfiillen die folgende Rekursionsgleichung
PP (x) = , POV () + Bp PO (x) + 7 PO (2), fiir € [—1,1]  (3.16)

mit den Konstanten

2+ D(n+a+5+1)

T GntatBrl)(2ntatBt2) (3:17)
B2_a2
= CntatAEnrat o) (3.18)
B 2(n+ a)(n+ pB)
T 2n+a+p)2n+a+3+1) (3.19)

e Die Jacobi-Polynome y(z) = P®"(z) sind Losungen folgender Gleichung vom
hypergeometrischen Typ

(1-2%) @)+ [B—a—(a+5+2aly(@) +nln+a+5+1)y) =0

(3.20)
e Die Jacobi-Polynome erfiillen folgende Rodrigues-Formel
(1= 22+ 0P Ped() = S 1 e ] 3
2np! dan
e Die Jacobi-Polynome geniigen der Gleichung
Cfx B (1) = ngjfﬁﬂ(x). (3.22)
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3.1 STETIGE ORTHOGONALE POLYNOME

Dariiber hinaus sind die Jacobi-Polynome auf dem Intervall [—1, 1] folgendermafen
beschrankt:

Satz 3.8 (vgl., z.B., [2, S. 786]). Seien o, 3 > —1 mit max{«, 5} > —%. Dann gilt

max [PA(x)| = (” max{a, }>. (3.23)

ze[—1,1] n

Wichtige Spezialfialle der Jabobi-Polynome sind fir o = [ die Gegenbauer-

Polynome, die auch ultrasphérische Polynome genannt werden, fir o = g = —%

die Tschebyscheff-Polynome erster Art, fir a = g = % die Tschebyscheff-Polynome
zweiter Art und fir « = 8 = 0 die Legendre-Polynome. Aus historischen Griinden

werden hier andere Normierungen verwendet:

Definition 3.9 (vgl., z.B., [73, S. 59-60]). e Sei A > —1, A # 0. Dann heifien
die durch

; (A+3)T(n+ 21” AiAd (3.24)
PcesYRy

Pa) =

fiir alle n € Ny definierten Polynome P, Gegenbauer-Polynome.

e Die durch
%

—_— (3.25)
2

fir alle n € Ny definierten Polynome T,,, heifien Tschebyscheff-Polynome
erster Art.

e Die durch

Up(x) :=(n+1)

, (3.26)

fir alle n € Ny definierten Polynome U, heiffen Tschebyscheff-Polynome
zweiter Art.

e Die durch
P,(z) := P (z), (3.27)

fur alle n € Ny definierten Polynome P,, heiffen Legendre-Polynome.
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3 ORTHOGONALE POLYNOME

3.2 Diskrete orthogonale Polynome

3.2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.10 (vgl., z.B., [47, S. 1]). Sei X C R eine nichtleere, hichstens abzihl-
bare Teilmenge der reellen Zahlen. Falls X endlich ist, setze N := |X| — 1. Weiter
seien positive Werte w, > 0 fir alle x € X gegeben, sodass

0< > 2*w, < oo fir allen € Ny (3.28)

reX
gilt.
e Fulls X endlich ist, heifst ein System {pn}nNzo von Polynomen, wobei fir jedes

n = 0,...,N das Polynom p, den Polynomgrad n hat, orthogonal auf X
beziiglich der w,, x € X, falls

> pa(@)pm(@)w, = 0 fir allen,m =0,...,N, mit n #m (3.29)
reX
qgilt.
e Fulls X nicht endlich ist, heifst ein System {pn}neNO von Polynomen, wobei

fur jedes n € Ny das Polynom p,, den Polynomgrad n hat, orthogonal auf X
beziiglich der w,, x € X, falls

> pa(@)pm(z)w, = 0 fir alle n,m € Ny, mit n #m (3.30)

zeX
qgilt.
Die Werte w, heiffen dann Gewichte.

Anmerkung 3.11. Bei Systemen {pn},cy, beziehungsweise {pn}gzo, die die Vo-
raussetzungen aus Definition 3.10 erfiillen, sprechen wir, zur Unterscheidung von
den schon definierten stetigen orthogonalen Polynomen, auch von diskreten or-
thogonalen Polynomen (vgl., z.B., [47, S. 2]).

Anmerkung 3.12. In diesem Zusammenhang sprechen wir auch von Orthogonalitat
beziiglich des durch

(f.9) = [(x)g(x)w, (3.31)

zeX

definierten Skalarprodukts.

Durch die Gleichungen (3.29) und (3.30) werden die jeweiligen Systeme von ortho-
gonalen Polynomen bis auf konstante Faktoren festgelegt (vgl., z.B., [47, S. 2]).

Wir wollen in der folgenden Anmerkung einige fiir uns wichtige Eigenschaften von
diskreten orthogonalen Polynomen zusammenfassen, die analog auch schon die ste-
tigen orthogonalen Polynome erfiillt haben.
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3.2 DISKRETE ORTHOGONALE POLYNOME

Anmerkung 3.13. Sei X C R eine nichtleere, hichstens abzahlbare Teilmenge der
reellen Zahlen. Falls X endlich ist, setze N := |X|—1 und es sei N = {0,1,..., N},
ansonsten sei N' = Ny. Weiter sei ein System {p,}, . aus orthogonalen Polynomen
gegeben, welches orthogonal auf X beziiglich des Skalarprodukts

(f.9) = > [(x)g(x)w, (3.32)

zeX

ist. Dann gelten folgende Figenschaften (vgl., z.B., [24], [79]):

e Jedes Polynom q n-ten Grades, mitn < N ldsst sich eindeutig darstellen durch

_ ¢ <Q7pk>
o I;) (e ) (3.33)

e Besteht X aus isolierten Punkten, erfillen die orthogonalen Polynome p,, eine
Rekursionsgleichung der Form

xpn(l') = anpn—kl(x) + Bnpn(x) + Vnpn—l(l’)» (334)
wobei av,, B, und v, Konstanten sind.

e Die Nullstellen der Polynome p, sind alle einfach und liegen im Intervall
[inf X, max X].

Wir beschéftigen uns nun mit diskreten orthogonalen Polynomen auf einem aquidis-
tanten Gitter, d. h. wir betrachten den Fall X C Z. In diesem Fall lassen sich viele
wichtige Figenschaften der stetigen orthogonalen Polynome iibertragen. Zunéchst
benotigen wir die Differenzenoperatoren:

Af(x) = fz+1) = f(x), (3.35)
Vi(x) = flx) = flz = 1). (3.36)

Damit konnen wir eine diskrete Formulierung der hypergeometrischen Gleichung
(3.7) definieren:

Definition 3.14 (vgl., z.B., [60, S. 19]). Eine Differenzengleichung der Form
o(x)AVy(z) + 7(z)Ay(z) + Ay(z) =0, (3.37)

wobei o ein Polynom hochstens zweiten Grades, T ein Polynom hochstens ersten
Grades und A eine Konstante ist, heifst Differenzengleichung vom hypergeo-
metrischen Typ.

Mit den Identitaten

o(z) =0d(x) — =7(z) und 7(z) = 7(2) (3.38)
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3 ORTHOGONALE POLYNOME

ist Gleichung (3.37) eine Diskretisierung der Gleichung vom hypergeometrischen Typ
oy’ + 7y + Ay =0, (3.39)

(vgl., z.B., [47, S. 19]).
Wie schon im kontinuierlichen Fall ldsst sich auch hier Gleichung (3.37) durch Mul-
tiplikation einer Funktion p in folgende selbstadjungierte Form bringen:

Alo(z)o(z)Vy(z)] + Ae(x)y(x) = 0, (3.40)
wobei o der Differenzengleichung
Alo(z)o(x)] = (z)o(x) (3.41)

gentigen muss. Die einfachsten Losungen dieser Gleichungen sind Polynome. Wir
betrachten die Losungen auf einem Intervall (a,b) mit a,b € Z U {oco}. Erfillt die
Funktion ¢ die Randbedingungen

lim o(z)o(z)r* = 0 und lin}) o(z)o(z)r* = 0 fiir alle k € N, (3.42)
r—a T—

so sind die zugehorigen Polynome, die Gleichung (3.37) losen, orthogonal auf dem
Intervall (a,b — 1) beztiglich der o(i), a < i < b— 1. Sie heiflen klassische diskre-
te orthogonale Polynome (vgl., z.B., [60, S. 27]). Dies sind die Hahn-Polynome,
Meixner-Polynome, Kravchuk-Polynome und Charlier-Polynome (vgl., z.B., [60, S.
30-39]). Wir interessieren uns besonders fiir die Hahn-Polynome und behandeln die-
se in Unterabschnitt 3.2.2. Sie lassen sich als Diskretisierung der Jacobi-Polynome
auffassen. Bevor wir jedoch zu den Hahn-Polynomen kommen, betrachten wir in der
folgenden Anmerkung die diskrete Rodrigues-Formel:

Anmerkung 3.15. Polynome, die Gleichung (3.37) losen, erfillen die sogenannte
diskrete Rodrigues-Formel. Fiir ein solches Polynom p, n-ten Grades gilt

pulz) = Bn A" [Q(ﬂf) nl:[ o(x — k:)] , (3.43)

o(z) k=0
wobei B, konstant ist (vgl., z.B., [60, S. 24]).

3.2.2 Hahn-Polynome

Die Hahn-Polynome @, = @, (; o, 3, N) sind klassische diskrete orthogonale Poly-
nome auf dem Intervall I = [0, N] vom Grad n. Sie konnen mit Hilfe der hypergeo-
metrischen Funktion folgendermafien definiert werden:

Definition 3.16 (vgl., z.B., [47, S. 204]). Seien o, > —1 und N € Ny. Dann
heiffen die durch

. B —n, n+a+pF+1, —x
Qn(xaaaﬁvN)_fﬂFQ( Oé—|—]_, -N )1>

() (ntat Bt (—a), 1
_kz::o (a4 1), (=N), kl’

fiirallen =0, ..., N definierten Polynome Q,, = Q,, (-;a, 8, N), Hahn-Polynome.

(3.44)
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3.2 DISKRETE ORTHOGONALE POLYNOME

Die Hahn-Polynome sind orthogonal auf I beziiglich des Skalarprodukts
N
(f,9), = [(1)g()w(i), (3.45)
=0

7

wobei die Gewichtsfunktion w gegeben ist durch

w(z) = (O‘ ; x) (5 ;rv‘]i . x) (3.46)

(=D)"(n+a+ B+ 1)n1(B+ 1),n!
2n+a+p+1)(a+1),(—N),N!

Sie sind durch

(@Qn(50, B,N), Qu(s v, B, N)), = (3.47)

normiert (vgl., z.B., [47, S. 204]).

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften der Hahn-Polynome zusammen (vgl.,
z.B., [47, S. 204-206]):

e Die Hahn-Polynome erfiillen die folgende Rekursionsgleichung

—2Qn(x) = ApQniai(z) — (A + C) Qn(x) + CrQp_1(z), fir x € [0, N]
(3.48)

mit den Konstanten

(n+a+pB+1)(n+a+1)(N—n)
Cn+ta+p+D)2n+a+8+2)
nn+a+ 8+ N+1)(n+p)

Cn:(2n+oz+5)(2n+oz+5+1)' (3:50)

(3.49)

n:

e Die Hahn-Polynome y(x) = Q,(x) sind Losungen folgender Differenzenglei-
chung vom hypergeometrischen Typ

nn+at+f+1)y(r)=By(r+1) - [Blx) + D(@)]y(r) + D(x)y(r — 1),

(3.51)

mit
B(z)=(x+a+1)(x—N), (3.52)
Dz)=xz(x—p—-—N-1). (3.53)

e Die Hahn-Polynome erfiillen folgende diskrete Rodrigues-Formel
wl@)Qn (10,8, N) = T E )”V"[<a+n+x> (BJF x)]

(=N) x N—-—n-—=x
(3.54)

n
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e Die Hahn-Polynome gentigen der Gleichung

nn+a+pg+1)
(a+1)N

AQ, (i, B, N) = — Qu-t (r;a+ 1,84+ 1,N —1). (3.55)

Die Hahn-Polynome @, (+; «, 3, N) konnen als Diskretisierung der Jacobi-Polynome
PP verstanden werden. Denn es gilt fiir fest gewihltes n folgende Grenzwertbezie-
hung zwischen den Hahn-Polynomen und den Jacobi-Polynomen:

lim (—1)" <n + a)Qn (J;](l +ac);oz,5,N) = PP (), (3.56)

N—oo n

fur jedes x € [—1,1] (vgl., z.B., [60, S. 45]).
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4 Approximation mit Polynomen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der Approximation von Funktionen mit
Polynomen. Wir definieren fiir jedes n € Ny die Menge der Polynome hochstens
n-ten Grades durch

Pn:Z{pEp(w):Zauxu: CLMGR,[LZO,...,R}. (41)
pn=0

Polynome lassen sich nur durch die elementaren Operationen Addition und Multi-
plikation sehr einfach berechnen. Sie werden daher seit langem zur Approximation
verwendet. Eine Begriindung, Funktionen durch Polynome anzunahern, ist der fol-
gende bekannte Weierstrafische Approximationssatz:

Satz 4.1 (vgl., z.B., [63, S. 87]). Sei eine stetige Funktion f € C [a,b] gegeben. Dann
existiert zu jedem € > 0 ein Polynom p, sodass fir alle x € [a, b

|f(z) —p(z) <e (4.2)
gilt.

Dieser Satz geht auf die Arbeit [76] aus dem Jahr 1885 von K. Weierstraf§ zuriick.

In den folgenden Abschnitten stellen wir einige haufig verwendete Approximations-
methoden vor, die auf Polynomen beruhen. Wir fassen grundlegende Figenschaften
dieser Methoden zusammen und stellen die jeweiligen Vor- und Nachteile gegeniiber.
Dies ermoglicht uns, dass wir spater in Kapitel 7 die Approximationseigenschaften
der vorgestellten Methoden (Polynominterpolation, Approximation mit Bernstein-
polynomen, Polynome bester Approximation), mit unseren Ergebnissen zur Methode
der kleinsten Quadrate vergleichen kénnen.

4.1 Polynominterpolation

In diesem Abschnitt stellen wir alle fiir uns wichtigen Grundbegriffe und Aussagen
iiber die Interpolation mit Polynomen zusammen. Das zugehorige Interpolations-
problem ist folgendermaflen definiert:

Definition 4.2 (vgl., z.B., [69, S. 51]). Sei eine Funktion f : [a,b] — R gegeben.
Weiter seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene Stitzstellen fir p = 0,...,n. Ge-
sucht ist ein Polynom p,, € P,, sodass p, (z,) = f (z,) fir jedes p=0,...,n gilt.
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Hier stellen sich die Fragen nach der Existenz und Eindeutigkeit, welche sich mit
dem folgenden bekannten Satz sofort beantworten lassen:

Satz 4.3 (vgl., z.B., [69, S. 52]). Sei eine Funktion f : |a,
seien x, € |a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen fir p =
ein eindeutig bestimmtes Polynom p, € P,, sodass p, (x,)
0,...,n gilt.

b] — R gegeben. Weiter
0,...,n. Dann existiert

(xu) fiir jedes p =

Definition 4.4 (vgl., z.B., [69, S. 52]). Sei eine Funktion f : [a,b] — R gegeben.
Weiter seien x, € [a,b] paarweise verschiedene Stitzstellen fir p=0,...,n. Dann
heifit das eindeutig bestimmte Polynom p, € P, aus Satz 4.3, Interpolationspo-

lynom zu {(z,, f (xu))}zzw

Sind eine Funktion f : [a,b] — R sowie paarweise verschiedene Stiitzstellen z, €
[a, b] gegeben, so lésst sich das zugehdrige Interpolationspolynom

7) = zi:o 4 (4.3)

durch Losen des Gleichungssystems

o () = f(z,), p=0,....n (4.4)

bestimmen (vgl., z.B., [69, S. 52]). (4.4) ist ein lineares Gleichungssystem, welches
sich mit Hilfe der Vandermonde-Matrix durch

1z 23 ... ap ag f (o)
1 oz 22 ... af a f(xy)
1 zy 22 ... a3 as | = | f(x2) (4.5)
1z, 22 ... a" an, I (zn)

darstellen lasst. Unter der Voraussetzung paarweiser verschiedener Stiitzstellen x,,,
hat die Vandermonde-Matrix vollen Rang und (4.5) ldsst sich eindeutig lésen (vgl.,
B., [69, S. 28,52]).

Weitere bekannte Moglichkeiten das Interpolationspolynom zu bestimmen, sind die
Lagrange-Interpolation und die Newton-Interpolation (vgl., z.B., [71, S. 95-98]). Im
Folgenden beschreiben wir kurz die Lagrange-Interpolation:

Dazu seien fiir jedes v = 0, ..., n die sogenannten Lagrange-Polynome definiert:
box—x
L,,(z) = H £ (4.6)
n=0 Ty — l’“
HFEV

Es gilt fiur alle p,v =0,...,n

(4.7)
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4.1 POLYNOMINTERPOLATION

Das Lagrange-Polynom L,,,, verschwindet also fiir 1 # v an den Stiitzstellen z, und
hat an der Stelle x, den Wert Eins. Dadurch ergibt sich folgende Darstellung fiir
das Interpolationspolynom (vgl., z.B., [71, S. 95]):

n

pn(z) = Z f (@) Ly (). (4.8)

=0

Diese Darstellung des Interpolationspolynoms wird haufig fiir theoretische Untersu-
chungen verwendet. Fiir grole Werte von n ist diese Methode numerisch instabil.
Zudem hat die Lagrange-Interpolation den Nachteil, dass bei Hinzunahme weiterer
Stiitzstellen die Berechnung in wesentlichen Teilen wiederholt werden muss. In der
Praxis wird daher meist die Newton-Interpolation verwendet. Diese Berechnungsme-
thode basiert auf der Grundidee, bei Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle, einen
entsprechenden Korrekturterm zum vorher berechneten Interpolationspolynom zu

addieren (vgl., z.B., [35, S. 93-97], [69, S. 54-59], [71, S. 94-98)).

Der folgende Satz von G. Faber aus dem Jahr 1914 beschéftigt sich mit der Frage
der Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch Interpolationspolynome:

Satz 4.5 (vgl.,, z.B., [48, S. 277]). Zu jeder Folge (X,,)
Verteilungen von Stiitzstellen

nenNy Destehend aus beliebigen

X, ={zyn€lab]: p=0,1,...,n}, (4.9)

existiert eine stetige Funktion f € C[a,b], sodass die zugehorige Folge von Interpo-
lationspolynomen p,, € P, auf dem Intervall [a,b] nicht gleichmdf$ig gegen f konver-
guert.

Es existiert also keine Verteilung von Stiitzstellen geméf (4.9), sodass fir alle steti-
gen Funktionen die gleichméflige Konvergenz der zugehorigen Folge von Interpola-
tionspolynomen garantiert werden kann.

Wir sind besonders an Fehlerabschétzungen interessiert, um sie mit unseren neuen
Abschétzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate in Kapitel 7 vergleichen zu
konnen. Dazu betrachten wir die folgende bekannte Fehlerdarstellung:

Satz 4.6 (vgl., z.B., [35, S. 78]). Sei eine Funktion f € C"™' [a,b] gegeben. Weiter
seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene Stitzstellen fir =0, ...,n und seip, € P,
das zugehorige Interpolationspolynom. Dann existiert fir jedes x € [a,b] ein & €
la,b], sodass

Jo(&) 1
f(x) —pu(z) = NCESIR IT (2 — ). (4.10)

p=0
Entscheidend fiir die Qualitét der Approximation in der Klasse der (n+1)-mal stetig
differenzierbaren Funktionen ist also die Wahl der Stiitzstellen, wie man dem Term

n

I (@ —z,.) (4.11)

u=0

31 —
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4 APPROXIMATION MIT POLYNOMEN

aus Gleichung (4.10) entnimmt.

Insbesondere lisst sich Gleichung (4.10) fiir die Funktion f(x) = 2" anwenden.
Mit £V (z) = (n + 1)! ergibt sich in diesem Fall

(n+1) n n
fa)=mle) =L S M) = [T -n) 412

#=0 n=0
fur jedes x € [a,b]. Man erhilt daraus unmittelbar die Unverbesserbarkeit der fol-

genden, aus Gleichung (4.10) resultierenden Abschatzung:

Korollar 4.7 (vgl., z.B., [35, S. 78]). Sei eine Funktion f € C""'[a,b] gegeben.
Weiter seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene Stitzstellen fir p=0,...,n und sei
Pn € Py das zugehdrige Interpolationspolynom. Des Weiteren sei

1 n
I, = sup T —x,)l| 4.13
(n+ 1)! zefap) };[0( 2 (4.13)
Dann gilt
sup |f(z) — pn(z)| < 1, sup ’f(”“) (m)’ (4.14)
x€[a,b] z€a,b]

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante I,, in Ungleichung (4.14) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Die Frage, mit welcher Stiitzstellenwahl der Wert I, minimiert werden kann, wird
in Unterabschnitt 4.1.2 bei der Untersuchung der Interpolation in den Nullstellen
der Tschebyscheff-Polynome behandelt.

4.1.1 Polynominterpolation in aquidistanten Stiitzstellen

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit der Polynominterpolation un-
ter Verwendung von n + 1 dquidistanten Stiitzstellen. Diese sind im Intervall [a, b]
gegeben durch die Menge

b—
X;?:{xu:a—i—,ua:,uzO,l,...,n}. (4.15)
n

Die Absténde zwischen zwei benachbarten Stiitzstellen sind also immer gleich. Dies
macht sie fiilr Rechnungen besonders handlich und damit sind sie auch fiir Anwen-
dungen sehr interessant. Leider treten jedoch bei der Polynominterpolation in aqui-
distanten Stiitzstellen Probleme auf, die so erheblich sind, dass die Polynominter-
polation in diesen Stutzstellen als Approximationsmethode fiir sehr grofie Stiitzstel-
lenanzahlen kaum verwendbar ist. Welche Probleme auftreten wollen wir nun in
Hinsicht auf unsere spateren Untersuchungen diskutieren.
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4.1 POLYNOMINTERPOLATION

Als einer der Ersten ist C. Runge im Jahr 1901 fiir dquidistante Stiitzstellen der
Frage nachgegangen, wie sich die Interpolationspolynome p,, vom Grad n verhalten,
wenn n ansteigt (vgl. [68]). Er hat festgestellt, dass die Interpolationspolynome in
der Nahe der Intervallgrenzen sehr stark oszillieren kénnen. Dieses Verhalten wurde
nach ihm benannt und wird als Runges Phanomen bezeichnet. Dazu betrachten wir
die, in diesem Zusammenhang ebenfalls nach ihm benannte, Runge-Funktion

1
)= T
(vgl., z.B., [30]). Also gilt f € C*°[—1,1] und zudem lésst sich diese Funktion auf

eine in C offene Menge D C C, mit [—1,1] C D und %’,% ¢ D analytisch durch

re[-1,1] (4.16)

~ 1

f(z):

=~ . :eD 4.17
142522~ © (4.17)

fortsetzen. Trotzdem konvergiert die Folge (p,), der zugehérigen Interpolationspo-
lynome in dquidistanten Stiitzstellen nicht gleichméfig gegen f, d. h. es gilt
limsup sup |pn(z) — f(z)| #0 (4.18)

n— o0 a:e[—l,l]

(vel., z.B., [30]). Genauer gilt Folgendes (vgl., z.B., [35, S. 84]):

lim [py(z) — f(2)] =

n—oo

(4.19)

0 fiir |z| < 0.7266,
oo fir |z| > 0.7267.

In Abbildung 4.1 sind die Runge-Funktion f sowie die zugehorigen Interpolations-
polynome in dquidistanten Stiitzstellen fiir n = 10 und n = 20 dargestellt.

2.
f |
| I' /l
/\ llf u ) f(X)
e - S~ _ p10(x)
F 08 I ' o.s\‘]L' 10 _ p20(x)
) |
_ol |

Abbildung 4.1: Die Runge-Funktion - Interpolation in dquidistanten Stiitzstellen.

Dieses Beispiel zeigt uns, dass man selbst fiir die Klasse der analytischen Funktio-
nen im Allgemeinen keine gleichméafige Konvergenz bei der Polynominterpolation in
aquidistanten Stiitzstellen garantieren kann.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



4 APPROXIMATION MIT POLYNOMEN

Ebenfalls ungiinstig ist das Ergebnis bei der Betragsfunktion
g(x) :=|z|, x € [-1,1]. (4.20)

Im Jahr 1912 hat S. Bernstein gezeigt, dass die zugehorige Folge von Interpolati-
onspolynomen p,, in dquidistanten Stttzstellen in allen Punkten x € (—=1,1), 2 # 0
divergiert. Genauer zeigte er, dass fiir jedes x € (—1,1), x # 0 gilt:

T [pa(e) = g(2)] = o0 (1.21)

(vgl. [13]). In Abbildung 4.2 sind die Betragsfunktion g sowie die zugehérigen Inter-
polationspolynome in dquidistanten Stiitzstellen fiir n = 10 und n = 20 dargestellt.

| )

Abbildung 4.2: Die Betragsfunktion - Interpolation in dquidistanten Sttutzstellen.

4.1.2 Polynominterpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen

In diesem Unterabschnitt beschéaftigen wir uns mit der Polynominterpolation in
Tschebyscheff-Stiitzstellen:

Anmerkung 4.8 (vgl., z.B., [35, S. 87]). Fiir jedes n € N sind die Nullstellen der
Tschebyscheff-Polynome erster Art

Tz) = L @) (4.22)

aus Definition 3.9, gegeben durch die Menge

., % — 1
X;F:{x,(g):cos< 7r>: k:1,2,...,n}. (4.23)

2n
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4.1 POLYNOMINTERPOLATION

Die Werte x,(C ) = ( ) ,2,...,n heiflen Tschebyscheff-Stiitzstellen.
Weiterhin erfillen die Tschebysch@ﬁ Polynome die folgende Rekursionsgleichung
Toi1(x) = 22T, (x) — T,_1(x), firn €N, (4.24)
mit
To(z) =1 und T\ (x) = =. (4.25)

Bevor wir wie angekiindigt zur Fehlerabschiatzung (4.14) kommen, betrachten wir
zunachst das folgende von S. Bernstein im Jahr 1912 bewiesene Resultat. Dabei
verwenden wir das Stetigkeitsmodul w geméafl Definition 2.6.

Satz 4.9 (vgl. [13]). Sei eine Funktion f € C[—1,1] mit der Eigenschaft

gegeben Weiter seien fir alle n € Ng die Tschebyscheff-Stiitzstellen durch x,(fﬂ) =

COS< fir k = 1,2,...,n+ 1 sowie die zugehorigen Interpolationspolynome

2n +2 )
Pn € P, gegeben. Dann konvergiert die Folge der Interpolationspolynome (p,), auf

dem Intervall [—1,1] gleichmaf$ig gegen f.

Die Eigenschaft (4.26) wird auch als Dini-Lipschitz-Bedingung bezeichnet. Zum
Vergleich: Offensichtlich gilt fiir eine Lipschitz-stetige Funktion f : [—1,1] — R, mit
der Lipschitz-Konstanten

b M@= F0)

z,te[—1,1] |z —t|

(vgl.,, z.B., [71, S. 186]), die Abschéitzung w (f,[—1,1],6) < Lo. Also ist fir jede
Lipschitz- stetlge Funktion f und jede Nullfolge (6,),,, 6, > 0 die Folge

< (f,[= ;) (4.28)

beschrénkt, womit f die Bedingung (4.26) erfillt.

(4.27)

Insbesondere gentigen offensichtlich die Runge-Funktion f(z) = mﬁ und die Be-
tragsfunktion g(z) = |z| der Bedingung (4.26), da sie Lipschitz-stetig sind. Damit
konvergieren die jeweiligen Folgen der Interpolationspolynome nach Satz 4.9 gleich-
mafig gegen f beziehungsweise g. Im Fall von aquidistanten Stiitzstellen sind die
Folgen der Interpolationspolynome fiir die Funktionen f und ¢ in einzelnen Teilin-
tervallen divergent, siche Unterabschnitt 4.1.1.

Wie schon oben angedeutet, betrachten wir nun die Ungleichung (4.14) beziehungs-
weise den Wert [, aus (4.13). Zunédchst lassen sich nach Anmerkung 4.8 die
Tschebyscheff-Polynome T, fiir alle n € N durch

z) =2""1 klill (x — :U,(fn)) (4.29)

darstellen. Insbesondere minimieren die Tschebyscheff-Stiitzstellen den Wert [,, aus
(4.13) im Falla = —1 und b = 1:
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4 APPROXIMATION MIT POLYNOMEN

Satz 4.10 (vgl., z.B., [35, S. 88]). Seien x, € [—1, 1] paarweise verschiedene Stiitz-
stellen fir p=1,...,n. Weiter seien fiir k =1,2,...,n die Tschebyscheff-Stiitzstel-
len gegeben durch T, () _ = cos (21:”1 ) Dann gilt fiir jedes n € N

su T —x, su z — 2! =—— sup |T,(x)|= )
ze[}l),l] Ml_[l( I1)1] 1;[ ( ¥ >‘ 2n—1 xe[—llj,l} Tn(@) 2n—1
(4.30)
Die Gleichheit in (4.30) gilt nur fir xy = m,(c") firk=1,...,n
In Abbildung 4.3 ist das Tschebyscheff-Polynom T}, dargestellt.
15
1.0
0.5
-110 -0. 5 1.0

-1.5

Abbildung 4.3: Das Tschebyscheff-Polynom 77.

Damit sind die Tschebyscheff-Stiitzstellen x,(gn) im Fall @ = —1 und b = 1 gemaf
unverbesserbarer Abschatzung (4.14) die optimalen Stttzstellen bei der Polynomin-
terpolation in der Klasse der (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Ist
la,b] # [—1,1], so muss nur eine lineare Transformation zwischen den Intervallen
[—1,1] und [a,b] durchgefithrt werden. Man erhélt aus Korollar 4.7 und Satz 4.10
folgende bekannte Fehlerabschétzung:

Korollar 4.11 (vgl., z.B., [35, S. 90]). Sei eine Funktion f € C"*1[—1,1] gegeben.
I/E/ez'tgr seten fiur k = 1,2,...,n + 1 die Tschebyscheff-Stiitzstellen gegeben durch
n+1 2k

x), = oS (2 +27T) und sei p, € P, das zugehorige Interpolationspolynom. Dann

gilt fiir jedes n € N
1
sup |f(z) —pu(x)| < sup |fOY (2)]——.
xe[—1,1]| (@) (@) xe[—l,l}’ ( )’(n+1)!2n

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante in Ungleichung (4.31) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.

(4.31)

1
(n+1)12n
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Die hier dargestellten Ergebnisse zur Interpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen sind
ein erster Hinweis, warum diese Wahl von Stiitzstellen haufig in der Praxis ange-
wendet wird. Allerdings setzt dies voraus, dass Messdaten gemafl dieser Stiitzstel-
lenverteilung erhoben werden (kénnen).

Zur Einordnung unserer Approximationsergebnisse bei der Methode der kleinsten
Quadrate aus Kapitel 7 vergleichen wir diese Ergebnisse mit der Fehlerabschiatzung
aus dem vorherigen Korollar 4.11 in Abschnitt 7.4.

4.2 Approximation mit Bernsteinpolynomen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Approximation mit Bernsteinpolynomen.
Dies ist eine Approximationsmethode, die auf dquidistanten Stiitzstellen basiert. Im
vorherigen Abschnitt 4.1 haben wir festgestellt, dass dquidistante Stiitzstellen bei
der Polynominterpolation zu erheblichen Problemen fiihren kénnen. Diese Probleme
treten bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen zwar nicht mehr auf, jedoch
ist die Konvergenzordnung gering. Gewisse formerhaltende Eigenschaften sprechen
allerdings fiir die Approximation mit Bernsteinpolynomen.

Wir vergleichen unsere Abschédtzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate mit
Ergebnissen bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen in Abschnitt 7.5.

Definition 4.12 (vgl., z.B., [63, S. 247-248]). Zu jedem n € N sei der Operator
B, :C[0,1] = P, (4.32)
definiert durch
B = 35 (2) (e - fechl we bl s
v=0
B, heifit Bernstein-Operator. Das zu einem f € C [0, 1] definierte Polynom B, f]
heifit n-tes Bernsteinpolynom der Funktion f.

Im Jahr 1912 hat S. Bernstein folgendes Resultat beziiglich der Approximation ste-
tiger Funktionen gezeigt:

Satz 4.13 (vgl. [12]). Sei eine Funktion f € C|0,1] gegeben. Dann gilt
lim sup |£(z) — Bulf)(z)] = 0. (434)

0 2e00,1]
Die Folge der Bernsteinpolynome B, [f] der Funktion f konvergiert damit auf dem
Intervall [0,1] gleichméBig gegen f. Insbesondere folgt aus diesem Resultat sofort
der Weierstra3sche Approximationssatz, siehe Satz 4.1.
Uber die Approximationsgiite lisst sich folgende Aussage treffen:

Satz 4.14 (vgl., z.B., [54, S. 22]). Sei eine Funktion f € C*0,1] gegeben. Dann gilt
fir jedes x € [0, 1]

lim n (f(2) — Bu[f)(a)) = — "0 =)

n—00 2

1 (z). (4.35)
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Wenn insbesondere fiir ein = € [0, 1] die zweite Ableitung f”(z) # 0 nicht verschwin-
det, dann ist der Fehler f(x) — B,[f](x) exakt von der Ordnung n~'. Ist also f eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit beschriankter zweiter Ableitung und f
kein Polynom vom Héchstgrad 1, so ist der Maximalfehler

sup [f(x) = Ba[f]()] (4.36)

xz€[0,1]
exakt von der Ordnung n~!.

Die Bernsteinpolynome erfiillen viele formerhaltende Eigenschaften, weshalb sie fiir
einige Anwendungen besonders interessant sind. In der folgenden Anmerkung fassen
wir einige von ihnen zusammen:

Anmerkung 4.15. Die Bernstein-Operatoren B, sind positive Operatoren nach
Definition 2.22. D. h. es gelten die Eigenschaften (vgl., z.B., [63, S. 248-249]):

e Linearitat: B, (A\f + pg) = AB,[f] + uBnlg], \,n € R, f,g € C[0,1].
e Positivitat: Aus f > 0 folgt stets B,[f] > 0.

Es gilt fir zwei Konstanten m, M € R die folgende FEigenschaft (vgl., z.B., [63, S.
249]):

m< f<M = m<B,[f] <M. (4.37)
Weiter gilt am Rand fir alle f € C[0,1] (vql., z.B., [63, S. 248]):
B,[f](0) = f(0) und B,[f](1) = f(1). (4.38)
Ist f € C[0,1] eine konveze Funktion, d. h. ist
Af (21) + (1= N f (22) > f Az + (1 — Naw) (4.39)

fir alle A\, zy,x9 € [0, 1], so gelten (vgl., z.B., [63, S. 260]):
e B,[fl(x) > f(x) fir alle x € [0,1] und fir alle n > 1.

e B,_1[f](x) > Bu[f](x) fir alle x € [0, 1] und fir alle n > 2.

Fiir ein f € C[0,1] ist die totale Variation von B,[f]| hdchstens so grofi wie die totale
Variation von f, d. h. es gilt (vgl., z.B., [63, S. 281]):

Vo [BulfIl <V [f]- (4.40)

Ist ein f € C[0, 1] monoton steigend beziehungsweise monoton fallend, so ist B,|f]
ebenfalls monoton steigend beziehungsweise monoton fallend (vgl., z.B., [63, S. 287]).

Die groflen Vorteile der Bernsteinpolynome liegen in ihrer Einfachheit der Darstel-
lung und Berechnung, in den vielen formerhaltenden Eigenschaften sowie in der
Verwendung von dquidistanten Stiitzstellen. Nachteilig ist, dass der Maximalfehler
fir f ¢ Py nur von der Ordnung n™! ist.

Zur Einordnung unserer Approximationsergebnisse bei der Methode der kleinsten
Quadrate aus Kapitel 7 vergleichen wir diese Ergebnisse mit der Fehlerabschétzung
aus dem Satz 4.14 in Abschnitt 7.5.
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4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Abschnitt betrachten wir die Methode der kleinsten Quadrate. Schon vor
iiber 200 Jahren haben unter anderem Legendre und Gaufl begonnen mit der Metho-
de der kleinsten Quadrate zu arbeiten (vgl., z.B., [57]). Seitdem wird diese Methode
in vielen Gebieten der Mathematik sowie in anderen Wissenschaften verwendet (vgl.,
z.B., [1], [6], [14], [35], [71]). In den Kapiteln 5, 6 und 7 untersuchen wir die Appro-
ximationseigenschaften dieser Methode. In diesem Abschnitt stellen wir alle fiir uns
wichtigen Grundbegriffe und Aussagen tiber die Methode der kleinsten Quadrate
zusammen.

Bei der Methode der kleinsten Quadrate handelt es sich um die bestmogliche Ap-
proximation beziiglich einer Norm ||-||, die durch ein Skalarprodukt (-,-) induziert
ist, d. h. es ist || f]| := (f, f)7.

Wir beschranken uns auf den Vektorraum der stetigen Funktionen Cfa,b] und un-
terscheiden zwischen einem kontinuierlichen und einem diskreten Maf.

4.3.1 Der kontinuierliche Fall

Wir betrachten folgende Problemstellung (vgl., z.B., [35, S. 55-59], [34, S. 217], [58,
S. 291]):

Sei U ein Unterraum von C [a,b] mit dimU = n + 1. Weiter sei w : [a,b] — R
eine nichtnegative, fast iiberall positive, integrierbare Funktion, die sogenannte Ge-
wichtsfunktion. Zu einer Funktion f € C|a,b] ist eine Funktion ¢ € U gesucht,
die fiir alle ¢ € U die Ungleichung

b

[ (¢@) ~ f@)P @) < [ (o) - (@) w(x)da (4.41)

a

erfilllt. Betrachtet man das folgende Skalarprodukt

(f9) = [ F@)g(a)e(e)de, (442)

so lasst sich durch dessen induzierte Norm

N|=

1l = ( / |f<x>|2w<x>dx) , (4.43)

die Ungleichung (4.41) darstellen durch

16 = Fllue <l = flluc- (4.44)

Zunachst konnen wir beziiglich der Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit eines
solchen ¢ € U, folgende bekannte Antwort liefern:
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Satz 4.16 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Seien eine stetige Funktion f € Cla,b] und ein
Unterraum U wvon Cla,b] mit dimU = n + 1 gegeben. Weiter sei w : [a,b] — R
eine integrierbare, nichtnegative und fast tiberall positive Gewichtsfunktion. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes p € U, welches fir alle p € U die Ungleichung

(4.41) erfullt.

Nach Satz 4.16 sind die Existenz und Eindeutigkeit eines ¢ € U gesichert, welches
der Ungleichung (4.41) geniigt. Damit lasst sich folgendermafien der Operator der
Methode der kleinsten Quadrate im kontinuierlichen Fall definieren:

Definition 4.17 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Sei U ein Unterraum von Cla,b] mit
dimU = n + 1. Weiter sei w : [a,b] — R eine nichtnegative, fast dberall positi-
ve, integrierbare Gewichtsfunktion. Der Operator der Methode der kleinsten
Quadrate LS, : Cla,b] — U ist definiert durch die Eigenschaft

b b

[ @LSIA@) = F@) ) = min [ (@) = f@) i) (@445)

Anmerkung 4.18. Der Operator LS, ist nach Definition 2.21 eine Projektion.
Denn fiir jedes f € U gilt die Ungleichung
b

0= [(f@) — F@) we)dr < [ (p(a) = f@) w(e)de (1.46)

a

fir alle ¢ € U. Nach Satz 4.16 ist diese Losung eindeutig, womit LS,[f] = f fir
jedes f € U gilt.

Um zu einer Funktion f € C [a, b] die entsprechende Funktion LS, [f] € U zu bestim-
men, benétigt man eine Basis {¢,}_, von U. LS, [f] besitzt dann eine eindeutige
Darstellung

LSn[f] = Zn: Ay Py, (447)
v=0

mit entsprechenden Koeffizienten aq, ..., a,.

Sind eine Funktion f € C [a,b] sowie eine Basis {¢,}/_, von U gegeben, so léasst sich
die zugehorige Losung LS, [f] der Methode der kleinsten Quadrate durch Losen des
linearen Gleichungssystems

>y (P )y = (frpu)ys 1=10,...,m (4.48)

v=0

bestimmen (vgl., z.B., [35, S. 61]). Dieses Gleichungssystem besteht aus den so-
genannten Normalengleichungen. Dessen eindeutige Losung {a,}|_, ergibt die
zugehorige Losung

LS.[f1= 3 aue, (4.49)
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4.3 DIE METHODE DER KLEINSTEN (QUADRATE

der Methode der kleinsten Quadrate.

Beim Losen der Normalengleichungen kénnen folgende Probleme auftreten:

Zum einen sind die Koeffizienten ay, . .., a, alle abhéngig von n, sodass man bei der
Erhohung von n das entsprechende Gleichungssystem vollsténdig neu losen muss.
Zum anderen konnen bei der Berechnung der Losung erhebliche numerische Proble-
me auftreten, wenn beispielsweise die zugehorige Matrix ((4@, ©y) ) . schlecht

W/ u,v=0,...,
konditioniert ist (vgl., z.B., [35, S. 62-63]).
Es lasst sich jedoch Abhilfe schaffen, wenn das System {¢, }_, orthogonal auf [a, b]
beztiglich des Skalarprodukts (f, g),, geméB (4.42) ist, d. h. wenn

(Y, pv), = 0 fiir alle p # v und (¢, 0,), > 0 fiir alle p=0,...,n (4.50)

gilt. Dann vereinfacht sich die Matrix ((gpu, <p,,)w) zu einer Diagonalmatrix
o

2v=0,...,n
und der Operator der Methode der kleinsten Quadrate lédsst sich darstellen durch
= (foew)
LSy[f] = =y (4.51)
Ewmmw

(vgl., z.B., [35, S. 63]).

In dieser Arbeit betrachten wir folgenden, in der Praxis wichtigen, Standardfall
e [a,0] = [-1,1],
e U =P, ist der Raum der Polynome vom Hochstgrad n,
e w(z):=o(r)=(1—-2)1+2)’ mit o, > —1.

Das Orthogonalsystem besteht dann aus den in Unterabschnitt 3.1.2 untersuchten
Jacobi-Polynomen P%”. In diesem Fall hat der Operator der Methode der kleinsten
Quadrate die Gestalt

- (P]?”B’ f) a,f3
L&MZQUWWWi&' (4.52)

Die Approximationseigenschaften dieser Methode untersuchen wir ausfiihrlich in den
folgenden Kapiteln 5, 6 und 7. Sie dient uns vor allem zum Vergleich mit der Methode
im diskreten Fall, welche wir im folgenden Unterabschnitt 4.3.2 diskutieren.

4.3.2 Der diskrete Fall

Die Vorgehensweise in diesem Unterabschnitt ist haufig formal analog mit der Vor-
gehensweise in Unterabschnitt 4.3.1. Zum Komfort der Leserin und des Lesers stellen
wir trotzdem die einzelnen Definitionen und Gleichungen fiir spatere Kapitel explizit
bereit.
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4 APPROXIMATION MIT POLYNOMEN

Wir betrachten folgende Problemstellung (vgl., z.B., [35, S. 55-59], [34, S. 217], [58,
S. 291)):

Seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen fiir u = 0,..., N. Weiter sei w :
[a,b] — R eine auf {$M}fj:0 positive Funktion, die sogenannte Gewichtsfunktion.
Fir ein n < N sei U ein Unterraum von C [a, b] mit dimU = n + 1 auf {x#}szo. D.
h. jede Basis {¢,}_, von U geniigt folgender Eigenschaft:

S cpu () =0, p=0,....N = cg=--=¢, =0 (4.53)
v=0

Zu einer Funktion f € Cla,b] ist eine Funktion ¢ € U gesucht, die fiir alle ¢ € U
die Ungleichung

N N
Z (@ (xy) — f (ﬁu))Q w(z,) < Z (¢ (zu) — f (%L))QW (Tu) (4.54)
p=0 p=0
erfilllt. Betrachtet man das folgende Skalarprodukt
N
(f,9), = Z f(r)g(rn)w(z,), (4.55)
n=0

so lasst sich durch dessen induzierte Norm

D=

1Al = (}:If(xuﬂzw(lm)) : (4.56)

pu=0

die Ungleichung (4.54) darstellen durch

16 = Fllop < Ml = Fllop- (4.57)

Zunachst prasentieren wir beziiglich der Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit eines
solchen ¢ € U, dhnlich wie im kontinuierlichen Fall, folgende bekannte Ergebnisse:

Satz 4.19 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Sei eine stetige Funktion f € C|[a,b] gegeben.
Seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene Stitzstellen fir p = 0,...,N. Weiter sei
w: [a,b] = R eine auf {%}ffzo positive Gewichtsfunktion. Fir einn < N sei U ein
Unterraum von C [a, b] mit dimU =n+ 1 auf {xu}ﬁlo. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes ¢ € U, welches fir alle p € U die Ungleichung (4.54) erfiillt.

Nach Satz 4.19 sind die Existenz und Eindeutigkeit eines ¢ € U gesichert, welches
der Ungleichung (4.54) geniigt. Damit lasst sich folgendermafien der Operator der
Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall definieren:

Definition 4.20 (vgl.,, z.B., [35, S. 62]). Seien x,, € [a,b] paarweise verschiedene
Stitzstellen fir p = 0,...,N. Weiter sei w : [a,b] — R eine auf {xu}fy:o positive
Gewichtsfunktion. Fir ein n < N sei U ein Unterraum von C |a,b] mit dimU =
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4.3 DIE METHODE DER KLEINSTEN (QUADRATE

n+1 auf {xu}szo. Der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LS :
Cla,b] — U ist definiert durch die Figenschaft

> (L8111 (w) = £ (@) (1) = mip 3 (9 () = f ()P (). (459)

Anmerkung 4.21. Der Operator LSY ist nach Definition 2.21 eine Projektion.
Denn fiir jedes f € U gilt die Ungleichung

0= 2_:0 (f (@) = f (20)) w (@) < ZO (¢ (2) = f (2))" w () (4.59)

fiir alle ¢ € U. Nach Satz 4.19 ist diese Lisung eindeutig, womit LSY[f] = f fir
jedes f e U gilt.

Anmerkung 4.22 (vgl., z.B., [35, S. 57]). Im Spezialfall fiir N = n und U = P,, ent-
spricht die Methode der kleinsten Quadrate der Polynominterpolation aus Abschnitt
4.1. D. h. fir jede stetige Funktion f € C[a,b] entspricht das Interpolationspolynom

ol f] 2u {(x,, f (xu))}zzo dem Polynom LS [f]. Also gilt p,[f] = LS}|[f].

Um zu einer Funktion f € C [a, b] die entsprechende Funktion LSY[f] € U zu bestim-
men, bendtigt man eine Basis {¢,},_, von U. LSY|[f] besitzt dann eine eindeutige
Darstellung

LSN(f] = z aio, (4.60)

mit entsprechenden Koeffizienten ay, ..., a,.

Sind eine Funktion f € CJa,b] sowie eine Basis {¢,}_, von U gegeben, so lasst
sich, analog zum kontinuierlichen Fall, die zugehérige Losung LSY[f] der Methode
der kleinsten Quadrate durch Losen des linearen Gleichungssystems

Soay(oa ), = (fren)y, A=0,....n (4.61)
v=0

bestimmen (vgl., z.B., [35, S. 61]). Dieses Gleichungssystem besteht aus den so-
genannten Normalengleichungen. Dessen eindeutige Losung {a,}’_, ergibt die
zugehorige Losung

LS = S avp (4.62)
v=0

der Methode der kleinsten Quadrate.

Beim Losen der Normalengleichungen kénnen folgende Probleme auftreten:
Zum einen sind die Koeffizienten ay, ..., a, alle abhangig von n und N, sodass man
bei der Erhohung von n beziehungsweise N das entsprechende Gleichungssystem

43 —

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



4 APPROXIMATION MIT POLYNOMEN

vollstandig neu l6sen muss. Zum anderen kénnen, genau wie im kontinuierlichen Fall,
bei der Berechnung der Losung erhebliche numerische Probleme auftreten, wenn
beispielsweise die zugehérige Matrix ((¢x, ¢v), ), ,—. ., schlecht konditioniert ist
(vgl., z.B., [35, S. 62-63]).

Auch im diskreten Fall lasst sich jedoch Abhilfe schaffen, wenn das System {¢,}"_,
orthogonal auf {xu}szo beziiglich des Skalarprodukts (f, g), geméaf (4.55) ist, d. h.
wenn

(©x, ), = 0 fiir alle A # v und (py, ), >0 firalle A =0,...,n (4.63)

gilt. Dann vereinfacht sich die Matrix ({¢x, ¥u),), ,—o ,, zu einer Diagonalmatrix
und der Operator der Methode der kleinsten Quadrate ldsst sich darstellen durch

LSN[f] = 2: m% (4.64)
(vgl., z.B., [35, S. 63]).

In dieser Arbeit betrachten wir folgenden, in der Praxis wichtigen, Standardfall
i [av b] = [_17 1]’
e U =P, ist der Raum der Polynome vom Hoéchstgrad n,

o {zg,...,xn} ist ein dquidistantes Gitter auf dem Intervall [-1,1], d. h. z, =
—1+42u/N fir pu=0,...,N,

o w(x)= (O‘Ix) (’BTVJX;I) mit o, 5 > —1.

Das Orthogonalsystem besteht dann aus den in Unterabschnitt 3.2.2 untersuchten

Hahn-Polynomen @, (+; o, 5, N). In diesem Fall hat der Operator der Methode der
kleinsten Quadrate die Gestalt

<Qk('7a757 N)v f (%() - 1)>
<ka<'vo‘a5a N>7Qk('7a’6’ N)>

Man beachte dabei die lineare Transformation z — £ (1+x) des Intervalls [—1, 1] auf
das Intervall [0, N], da die Hahn-Polynome @, (; v, 5, N) auf dem Intervall [0, N]
definiert sind, siehe dazu Unterabschnitt 3.2.2.

Die Approximationseigenschaften dieser Methode untersuchen wir ausfiihrlich in den
folgenden Kapiteln 5, 6 und 7. Dabei vergleichen wir diese Methode auch mit allen
anderen in diesem Kapitel vorgestellten Approximationsmethoden.

LSV =3 “Qu (50 +9.0.8.N).  (4.65)

4.4 Polynome bester Approximation

Abschlieend geben wir einen kurzen Einblick in die Bestapproximation durch Poly-
nome. Bei der Bestapproximation handelt es sich um die bestmégliche Approximati-
on beziiglich der Supremumsnorm. Aus diesem Grund kann sie sehr gut als Mafistab
fiir jede Approximationsmethode heran gezogen werden.
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Wir vergleichen unsere Abschatzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate mit
einer Abschétzung bei der Bestapproximation in Abschnitt 7.7.

Definition 4.23 (vgl., z.B., [65, S. 113]). Sei eine Funktion f € C |a,b] gegeben. Ein
Polynom p,, € P,, hichstens n-ten Grades heifst Polynom bester Approximation
von [, wenn es der Beziehung

sup [f(z) = pu(z)| = inf sup |f(z) —p()] (4.66)

z€[a,b] PEPn z¢(a,b]
genaigt.
Es ergeben sich sofort folgende Fragen:
e Gibt es fiir jedes n € Ny ein Polynom bester Approximation p, € P, von f7
e Ist ein Polynom bester Approximation immer eindeutig?
e Wie lisst sich ein Polynom bester Approximation bestimmen?
e Wie gut ist die Approximation beziiglich der Supremumsnorm?

Die ersten beiden Fragen lassen sich durch das sogenannte Tschebyscheff-Theorem
beantworten:

Satz 4.24 (vgl., z.B., [65, S. 113]). Sei eine Funktion f € C|[a,b] gegeben. Dann
existiert fir jedes n € Ny das Polynom bester Approzimation p, € P, von f und ist
eindeutig.

Wire die Bestimmung des Polynoms bester Approximation einfach und schnell mog-
lich, so wére diese Approximationsmethode in den meisten Fallen anderen Approxi-
mationsmethoden vorzuziehen. Doch genau hierin besteht das Problem. Das Poly-
nom bester Approximation ldsst sich zwar durch den sogenannten Remez-
Algorithmus annahern, dieser ist jedoch sehr aufwendig und fiir die Praxis nur selten
verwendbar (vgl., z.B., [7]). Aus diesem Grund gehen wir nicht weiter auf ihn ein.

Seit den grundlegenden Untersuchungen iiber Bestapproximation von D. Jackson zu
Beginn des 20. Jahrhunderts (vgl. [42]), sind zahlreiche Ergebnisse itber Polynome
bester Approximation publiziert worden (vgl., z.B., [25], [42], [53], [59], [74]).

Hier beschréanken wir uns fiir die Diskussion unserer Ergebnisse in Abschnitt 7.7 auf
die folgende unverbesserbare Abschitzung:

Satz 4.25 (vgl., z.B., [56, S. 78]). Sei f € C"™'[—1,1] gegeben und sei p, € P, das
Polynom bester Approximation von f. Dann gilt
1

sup | f(x) = pa()] < sup ]]fm“)(:c))mw.

ze[—1,1] ze[—1,1

(4.67)

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante in Ungleichung (4.67) durch keine kleinere Zahl ersetzt

1
(n+1)12n
werden kann.
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5 Divergenz der Methode der
kleinsten Quadrate

Beziiglich der in dieser Arbeit zu untersuchenden Operatoren LS gemif (4.65)
zeigen wir hier auf, dass nur unter Voraussetzung der Stetigkeit der zu approxi-
mierenden Funktion fir keine Folge (LSfALV ) Konvergenz in C [—1, 1] gewahrleistet
werden kann. !

In den letzten 60 Jahren wurden in der Theorie der Orthogonalreihen Divergenzer-
gebnisse meist dadurch erzielt, dass man die Divergenz der zugehorigen Operator-
normen nachwies. Grundlegend hierfiir war das Resultat [11] von D. Berman:

Satz 5.1 (vgl. [11] sowie z.B. [59, S. 189]). Fir jedes n € N gilt fiir die Norm eines
beschrinkten linearen Projektionsoperators

Ly = (Coms [-lloc) = (T, [I]]o) (5.1)

die Ungleichung
4
1Zall 2 [15a]] = — Inn+ O(1). (5.2)

Hierbei ist Cor die Menge der 2m-periodischen stetigen Funktionen, T,, die Menge der
trigonometrischen Ausdriicke n-ter Ordnung und S,, der n-te Fourier-Teilsummen
Operator.

Die Operatornorm ||-|| ist dabei geméafl Satz 2.20 definiert und ||-||  bezeichnet die
Supremumsnorm. Den Begriff des Projektionsoperators verwenden wir geméafl Defi-
nition 2.21.

Im periodischen Fall ist .S,, also die sogenannte ,Minimal-Projektion®. Fiir den Fall,
dass der Bildraum von L, nicht wie in (5.1), sondern die Menge P,, der Polynome
vom Hochstgrad n ist, kennt man bisher noch keine Minimal-Projektion. Die Diver-
genz der Normen jeder Folge (L), beschrénkter linearer Projektionsoperatoren

Ly = (Cla, 0] [[-lloc) = (P fa, 01 1-1l0) (5.3)

haben schon 1948 Harsiladze und Lozinskii bewiesen (vgl., z.B., [59, S. 194]). Das
asymptotisch korrekte Ergebnis beziiglich der Minimal-Projektion im Polynomfall
hat K. Petras 1988 erzielt:
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Satz 5.2 (vgl. [62]). Fir jedes n > 2 gilt fir die Norm eines beschrinkten linearen
Projektionsoperators

Ly - (Cla, 0], [[-lo) = (Pula, 0], [I-ll0) (5:4)

die Ungleichung
4
| L] > ﬁ(lnn—lnlnn). (5.5)

Unter obigen Voraussetzungen kann in (5.5) die Konstante % durch keine kleinere
Zahl ersetzt werden.

Aus dem obigen Divergenzergebnis erhélt man das folgende Korollar:

Korollar 5.3 (vgl. [70, S. 106, Satz 4.10]). Es gibt keine Folge beschrankter linearer
Projektionsoperatoren

Ly = (Cla, 0], [l ) = (Pufa, 8], -1l (5.6)
mit || L, f — fll., — 0 fir alle f € CJa,b].

Fiir eine Folge von Projektionsoperatoren (L,,), des Typs (5.6) reicht also der Nach-
weis der Linearitat und Beschrianktheit aus, um die Existenz einer stetigen Funktion
f nachzuweisen, fiir die diese Folge (L,, f), nicht gleichmaflig konvergiert. Diese Vor-
gehensweise ist bei der Methode der kleinsten Quadrate, sowohl im kontinuierlichen
Fall als auch im diskreten Fall, leicht durchzufiithren. Fiir den kontinuierlichen Fall
sind zahlreiche tiefliegende Divergenzergebnisse bekannt, man vgl. z.B. die Ausfiih-
rungen in [4], [8], [46], [55]. Fiir den diskreten Fall scheint ein Korollar 5.3 entspre-
chendes Ergebnis in der Literatur nicht explizit genannt zu sein. Wir fithren daher
im Folgenden kurz den einfachen Nachweis durch, dass die Operatoren der Methode
der kleinsten Quadrate aus Gleichung (4.65) beschrankte lineare Projektionen sind.

Lemma 5.4. Seien o, 5 > —1 und N,n € N mit n < N. Dann ist

LSy - (C[=1.1], Mlloe) = (Pa [=1,1], 1) (5.7)

definiert durch

@, 8,N), f(3()—1))
B, N), Q(-; o, B, N)),,

LS :§< (’ “Qi(F0+).a.8N), 69

fir alle f € C|—1,1], ein linearer beschrankter Projektionsoperator.
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Beweis. Zur Linearitat: Seien A, Ay € R und fi, fo € C[—1,1] gegeben. Dann gilt
mit der Linearitat des Skalarprodukts

LSY [A\fi + Ao fo]

_Z<Qk L0, B, N), (M fi+ dafo) (2() = 1))
k=0 <Qk:( O'/BN) Qk‘( aﬁaN»w

“Qu (5 1+ ),,6,N)

n <ka( a, B,N), fi (%(.)_1>>w N

1;] (Qi(-, 0, B,N), Qp (,&,B,N»ka (2(1+-)>a,5,N) (5.9)
n Qo B N) o (2() 1))

Z o (Qr(- 0, B,N), Qx (,a,ﬁ,N»ka (2(1+-),a,5,]\7)

=A1LSN [fi] + M LSY [f2].

n

Somit ist die Linearitit gezeigt.
Zur Beschranktheit: Sei nun ein f € C[—1, 1] mit HfH < 1 gegeben. Dann gilt

v ks, BN (K0 —
|zsyin. <Z‘<Qk( a@]jvv) Qk(( aﬁN ( '>’O"B’N>Hoo

n Qe BN - £ (20) =
P> o a,ﬁ,m,@[((aﬁz\fl - o (S0 +08n)|

NG ORDIN

= 2 G B
n 1.,

= 200G B VL

=:C(n,N,q, () < o0,

o (S 200)

o0

(Fasan)]

(5.10)

woraus die Beschrinktheit von LSY folgt. Denn die Konstante C (n, N, a, 3) ist
unabhéngig von f.

Die Projektionseigenschaft entnehmen wir der Anmerkung 4.21 und damit folgt die
Behauptung. O]

Wir sind nun in der Lage Korollar 5.3 anzuwenden. Damit erhalten wir folgendes
Resultat beziiglich der Divergenz der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall.

Satz 5.5 (zur Methode vgl., z.B., [4], [46, S. 293 ff.], [59, S. 178 ff.]). Seien o, B > —1
und eine Folge (Ny,), cn mit Ny > n fiir alle n € N gegeben. Weiter seien LSN die
Operatoren der Methode der kleinsten Quadrate wie in Lemma 5.4 definiert. Dann
existiert eine stetige Funktion f € C[—1,1], sodass LSY"[f] nicht gleichmdfig gegen
f konvergiert, d. h. es gilt

lim sup HLSN” — fHOO # 0. (5.11)

n—o0
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Wir halten an dieser Stelle also fest, dass es im Fall von aquidistanten Stiitzstellen
kein Verhéltnis N/n zwischen der Anzahl der Stiitzstellen N + 1 und dem Polynom-
grad n geben kann, sodass die Methode der kleinsten Quadrate LSnN [f] fir jedes
stetige f € C[—1, 1] gleichméBig gegen f konvergiert. Um Konvergenz garantieren zu
konnen, miissen wir also die Funktionenklasse verkleinern. Untersuchungen hierzu
stellen wir in den folgenden Kapiteln 6 und 7 an.

Dass es allerdings héaufig nicht zufriedenstellend ist, nur die Funktionenklasse zu ver-
kleinern, sei an dieser Stelle kurz ausgefiihrt. In Unterabschnitt 4.3.2 ist in Anmer-
kung 4.22 dargestellt, dass die Methode der kleinsten Quadrate im Spezialfall N = n
der Polynominterpolation in N + 1 Stiitzstellen entspricht. Im Fall von aquidistan-
ten Stiitzstellen haben wir in Unterabschnitt 4.1.1 fiir zwei ausgewahlte Funktionen
die Divergenz der Polynominterpolation dargestellt: Zum einen fiir die analytisch
fortsetzbare Runge-Funktion (4.16), zum anderen fiir die elementare Betragsfunk-
tion (4.20). Diese beiden Beispiele zeigen uns, dass man selbst fiir die Klasse der
analytischen Funktionen keine gleichméfiige Konvergenz der Methode der kleinsten
Quadrate im diskreten Fall fiir dquidistante Stiitzstellen garantieren kann. Es liegt
daher nahe, sich mit der Stiitzstellenanzahl N + 1 im Verhaltnis zum Polynomgrad
n zu beschéftigen. Dies wird in den folgenden Kapiteln 6 und 7 untersucht.
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6 Punktweise Konvergenz der
Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Kapitel diskutieren wir die Frage, unter welchen Bedingungen die Metho-
de der kleinsten Quadrate punktweise konvergiert. Dabei gehen wir insbesondere auf
den in Unterabschnitt 4.3.2 erlauterten diskreten Fall ein. Das Hauptergebnis dieses
Kapitels ist Theorem 6.25. Dieses Ergebnis stellt eine Abschétzung der Methode auf
einem dquidistanten Gitter mit N + 1 Stitzstellen auf dem Intervall [—1, 1] fur die
Menge der dort stetigen Funktionen von beschrankter Variation bereit. Der Fehler
im diskreten Fall wird hierbei durch den Fehler im kontinuierlichen Fall und einem
zusatzlichen Term abgeschétzt. Dazu verwenden wir die Operatoren der Methode
der kleinsten Quadrate LS, beziehungsweise LS;V geméaf Gleichung (4.52) bezie-
hungsweise (4.65). Unsere Resultate erzielen wir fiir den symmetrischen Fall oo = f.
Wir untersuchen folgendes Problem: Fiir welche Funktionen f € K C C[—1,1] und

welches Verhaltnis N/n konvergiert die Folge (LSnN [ f]) punktweise?

6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

In diesem Abschnitt beweisen wir unser Hauptergebnis zur punktweisen Konver-
genz der Methode der kleinsten Quadrate. Als ersten Schritt untersuchen wir die
Beschranktheit der Hahn-Polynome in Abhéngigkeit vom Verhéltnis N/n. Dartiber
gibt folgendes Lemma Aufschluss:

Lemma 6.1. Sei a > —% und sei fir N € N

n(a, N) ::;—a+;\/(2a+1)(2a+2]\7+1). (6.1)

Dann gilt fir beliebiges n < n(a, N)

n(T;a, 0, N)| =1 6.2
nax [Qn(z; @, 0, N)| (62)

Dieses Resultat folgt unmittelbar aus dem folgenden von H. Dette bewiesenen Er-
gebnis, durch das Setzen von a = 3:

Satz 6.2 (vgl. [26]). Seien a4+ 5 > —1 und

n(a, 3, N) = —; <a+6—1—\/(a+ﬁ+1)(a+ﬁ+2N+1)). (6.3)

5] —
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Dann erfiillen die Hahn-Polynome die Ungleichungen

(B+ Dn

|Qn(z; a, B, N)| < max {17 m

} = max {|Q,(0; o, 5, N)|, |Qn(N;, 3, N)|},
(6.4)

fir alle x € [0, N] und alle n < n(a, 3, N).

In Theorem 6.25 wird der Fehler der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall durch den Fehler im kontinuierlichen Fall abgeschatzt. Dazu untersuchen wir im
Folgenden den Zusammenhang zwischen den Jacobi-Polynomen P%* und den Hahn-
Polynomen @, (+; a, 8, N). Die folgende Beziehung zwischen den Hahn-Polynomen
Q,, und den Jacobi-Polynomen P, = P# ist bereits bekannt, siche Gleichung (3.56).
Es gilt fur fest gewédhltes n

lim (—1)" (”*“)@n( (14 2):0,8.) = P2(), (65)
fur jedes z € [—1,1]. Wir untersuchen nun in Bezug auf Gleichung (6.5) folgende,
allgemeinere Situation: Der Polynomgrad n sei im Folgenden nicht langer fest ge-
wahlt, sondern wir interessieren uns fiir den Fall, dass n in Abhéangigkeit von N
wachst. Um diesbeziiglich die Verbindung zwischen den Jacobi-Polynomen und den
Hahn-Polynomen genauer zu untersuchen, betrachten wir die Rekursionsgleichun-
gen (3.16) beziehungsweise (3.48), welche die Jacobi-Polynome beziehungsweise die
Hahn-Polynome erfiillen. Dabei formen wir diese Gleichungen so um, dass wir an-
schliefend die Koeffizienten miteinander vergleichen kénnen. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit der Losungen der Rekursionsgleichungen erhalten wir auf diese Weise ein
Verhéltnis N/n fir die Konvergenz der Hahn-Polynome gegen die Jacobi-Polynome.

Der Kirze halber schreiben wir
~ n—+ «
Oule) = (—1)" ( )Qn (T +zraan). (6.6)

Durch Substitution in der Rekursionsgleichung (3.48) erhalten wir fiir Q,, mit 2 €
[—1, 1] die Rekursion

S+ 2)0u()
_4, (S+’;+Z) Quir (z) + (Ay + C) Qu(2) + C, <S_’;+Z) Qui(z)  (67)
A Quia(2) + (A + C) Qula) + G Qs (o)

Einfache Umformungen der Gleichung ergeben mit den Konstanten A, und C,, aus
den Gleichungen (3.49) und (3.50)

52
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

2 1 - 2 . . 2
A Qi) + o (A C) Qul@) = Qule) + 5" Qur(a)

n-1(z)

n+l n+2a+1 (1 n

)Q <>+n+an(n+2a+N+1)~

= —_— n €T

n+1+a2n+2a+1 N) o N(2n+2a + 1)
n+2a+1

=, (1 — ;) Qna1(x) + Vn (1 + N) Qn_1(x).
(6.8)

Wir kénnen nun mit Verwendung von Lemma 6.1 und der Gleichung (6.5) den
folgenden Satz beweisen:

Satz 6.3. Sei a > —% und sei fir N € N

n(a, N) = ; —a+; (20 + 1)(20+ 2N + 1). (6.9)

Dann gelten die beiden folgenden Beziehungen:

(—1)" (n i O‘) Qn (( + x);a,a,N) = P(z) + O (7\;) , (6.10)

mit n < n(o, N), firz € [-1,1] und —3 < o < 1.

n

(—1)" (””‘)Qn( (1+2); 0, a,N> — Poa(g) +(’)< ;a> , (6.11)

mit n < n(a, N), fir z € [-1,1] und 1 < a.

Beweis. Aus den Gleichungen (3.16) - (3.19) und (6.8) erhalten wir die Rekursions-
gleichungen

eP(x) = an P (2) + Bu B () + o 5 (2) (6.12)

sowie

20 (x) = an (1 - ;) Ot () + 1 (1 + ”*?3‘“) 01 (), (6.13)

mit den Konstanten

(n+1)(n+2a+1)

n = ; 6.14
2n+2a+1)(n+a+1) (6.14)
Bn =0, (6.15)
n+ o
= 1
7 2n + 2o+ 1 (6.16)
53 —
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Vergleicht man die beiden Rekursionsgleichungen, so ergibt sich der zusétzliche Term

n+2a+1 ~

Qe (1) 4+ Qo (2). (6.17)

Wir untersuchen nun fiir welches Verhéltnis N/n dieser verschwindet. Zunéchst gel-

ten

n+1
n+1/2

(n+1)(n+2a+1) ‘<’ n+1 _ (6.18)

Cn+2a0+1)(n+a+1) " In+ta+1l~

ol :|

und

ol < el roat il <2t o
< + < -+ .
2n+ 20+ 1] 7 12n+2a+ 1 2n+2a+ 11— 2 2a+1

Y| = (6.19)

Weiterhin gilt mit Lemma 6.1

~ n+ o N n+ «a
< — ; < .
max [Qu(x)] < ( i ) max [Qu (S0 +2)iaa V)| < ( i ) (6:20)
und mit Anmerkung 2.15 folgt
max Qu()| =0 (). (6.21)

z€[—1,1

Wir erhalten insgesamt fiir den untersuchten zusétzliche Term (6.17)

=0 (";a> . (6.22)

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losungen der Rekursionsgleichungen ergibt sich die
Behauptung. O]

n ~ n+2a+1 -~
max _anﬁQnJrl(x) +f}/nTQn71(x)

ze[—1,1]

Anmerkung 6.4. Vergleichen wir diese Aussage nochmals mit Gleichung (6.5),
in der n fest war, so haben wir nun ein Verhdltnis N/n fir die Konvergenz der
Hahn-Polynome zu den Jacobi-Polynomen gefunden.

o /m Fall —% < a < 1 kénnen wir die Konvergenz garantieren, wenn die Anzahl
der Stiitzstellen N + 1 schneller als n® wdichst.

e Im Full 1 < « kénnen wir die Konvergenz garantieren, wenn die Anzahl der
Stiitzstellen N + 1 schneller als n**® wdchst.

Im Folgenden beweisen wir mit den Lemmata, Satzen und Korollaren 6.5 - 6.15
Resultate, die eher von technischer Natur sind und die uns wichtige FEigenschaften
der Jacobi-Polynome und Hahn-Polynome fiir den Beweis unseres Hauptergebnisses
bereitstellen.

Das néchste Lemma gibt zunachst das Normierungsverhaltnis der Polynome an.

R
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Lemma 6.5. Es gilt

<Qn(a Q, ﬂ) N)> Qn(a Q, /67 N)>w
nnll'(n+a+F+2+ N)I'(a+ 1)(N —n)! pod pas (6.23)
T T(B+ DI +a+n)(1+a+n)NINI2o+s+ ( e )g '
Beweis. Mit den Gleichungen (3.15) und (3.47) gilt
<Qn(7 «, 67 N)7 QTL(7 «, 67 N>>w
(v r7)
(=D)"(n+a+ 5+ 1)n1(8+1),n! ' Cn+a+ 8+ 1)nl(n+a+pF+1)
Cn+a+p+1)(a+1)(=N),NI = 205+ (n+a+ DI'(n+ 4+ 1)
nnll(n+a+ B+ 2+ N)I'(a+ 1)(N —n)!
T T(B+ DI+ a+n)(1+a+n)NINIe+s+1

(6.24)

O
Nun ermitteln wir das Verhaltnis zwischen den Gewichtsfunktionen w und p.

Lemma 6.6. Fir a = gilt

“ (J;[(l - x)> = 227 (a ivf)ar(a ) (1 o (Jif)) o), (6.25)
fir x € [—1,1].

Beweis. Sei v = . Dann gilt fir jedes z € [—1,1]
w (%(1 + x))
o(x)

E e e o T
(

+ L+a)+1) (1—a)(1+a)y (626
+ 1)@+ DI (N =50 +2)+1)T (a+1)

)
T(a+1+50+2)T(a+1+5(1-1)

T(¥+2)+1)T(a+1)r (¥

Mit Lemma 2.10 folgt
w (%(1 + a;))
o()
ez (30+2) (50 -) 1 6.27
- F(Oz+1)F(a+1)(1—w)a(1+x)a<1+O<N>> (020

N2a

" 220 (o + DI(a + 1) (1 o (zt)) '
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Im nachsten Lemma verwenden wir die totale Variation einer reellwertigen Funktion
f i ]a,b] = R gemaf Definition 2.3. Das Lemma gibt uns eine Abschiatzung der
totalen Variation der Jacobi-Polynome P¢.

Lemma 6.7. Fira >0 gilt

V[P < 2 (” N O‘) . (6.28)
n
Beweis. Sei a > 0. Dann gilt fiir die Ableitung
d .o 20+n+1_, 114
o Pr(a) = #Pnff’ ), (6.29)

siche Gleichung (3.22). Das Polynom P""**! hat nach Anmerkung 3.4 genau n — 1
einfache Nullstellen z;, ¢ = 1,...,n — 1 in dem Intervall (—1,1). Damit hat das
Polynom P®® genau n — 1 lokale Extrema in dem Intervall (—1,1). Also ist P

jeweils auf den n Teilintervallen [—1, 2], [z, 2i41], ¢ = 1,...,n — 2 und [z,_1,1]
monoton. Seien nun 2, := —1 und z, := 1. Mit Satz 3.8 folgt dann
n-+ o
P = 6.30
s 1Pe) = () (6.30)

und daraus erhalten wir

|
—

viPe) < Y v [P

[zi 7Zi+1]i|

S
|l
N}

[Py (2i1) — P (z)]

IA
™

1
- o

3

IN
(]

> P i) + [P (2]

(6.31)

S
|l
N}

IN

2 POL,Q
max | P ()]

<.
[en]

IN
N

Pa,oc
n max |F(z)]

< 2n<n+a>.
n

Durch das folgende Lemma ergibt sich eine weitere wichtige Abschatzung der totalen
Variation der Produkte der Jacobi-Polynome P:* mit deren zugehoriger Gewichts-
funktion p.

[]

Lemma 6.8. Fir a >0 gilt
VIPRg <20+ 1) max, |PEo(2)el@)] (6:32)
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Beweis. Sei o > 0. Dann gilt nach Gleichung (3.22) fir die Ableitung:
d N6
[Prel (x)

(1
= (1
=(1

2 d aa a,o d «
(z ) 20 (1) 2 0n (1 - a;?)"“l (6.33)

) POt (1) — 200 P (& )}

)
)
)
)

a2a+n+1pa+1a+1

2\ @~ 1{2&—}—71—}—1
—

(-

Da P € P, ein Polynom von hochstens dem Grad n + 1 ist, besitzt es hochstens
k < n+ 1 Nullstellen z;, ¢ = 1,...,k in dem Intervall (—1,1). Dadurch hat P*%p
hochstens [ < k < n+ 1 lokale Extrema im Intervall (—1,1). Also ist P“p jeweils
auf den [ + 1 Teilintervallen [—1, |, [z, 2i41), ¢ = 1,...,1 — 1 und [z, 1] monoton.
Seien nun zp := —1 und 2,1 := 1. Dann gilt

l
VI[P < ;]V [P0l sy z ]
l

<D |PI(zig1)0(zi41) — Po®(2:)0(2)|
i=0
!
< Z | Py (zi1) 0(Zig1)| + | Py (2:) 0(2i)|
i=0

< [P (z0)oz0)| + 1P (rn)e(an) + 222 PR (zi)e(all (6 g

i=1

< [P (=De(=1)| + |57 (1ol \+Z2 max [P (z)e(x)]

[—1,1]

| A

[—1,1]

2 maX | P () o(x)]
21

| /\

PO{ Yo%
max, P2 (w)e(@)

2(n+1) e, | Py (z)o(@)].

IN

]

Der folgende Satz stellt scharfe Abschétzungen fiir die Maxima der Produkte der
Jacobi-Polynome P mit deren zugehoriger Gewichtsfunktion g bereit.

Satz 6.9 (vgl. auch [27, S. 362-363]). Fir o >  gilt

P ()l < Qo+ DT (n+a+ )T (5 +a+3)
el 5] o)1 = F(O‘+1)F(O‘+%)F(n+2a+1)r(%+1) .

(6.35)
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Fdr%Za>ng’lt

L)' 2a+1)T'(n+a+1)

max _|P%(z)o(x)| < . 6.36
e 1P (@)e(@) VAT (a+ )T (a+ )T (n+ 20+ 1) (6.36)
Beweis. Im Folgenden benotigen wir die Gegenbauer-Polynome
LT (A+3)T(n+2y) N
() = P R ), (6.37)
DA (n+A+1)
aus Definition 3.9 und die Abschétzungen
_ I's+A
P <(1-2)"" (5+2) fir A > 1, (6.38)
T (3 +1)
und
s 1T ()\ — l) ’ 1-2x 1
A 2 2\ .

(vgl., z.B., [27, S. 362-363]). Weitere Ergebnisse dieser Form findet man in [32]. Seien
zunachst o > % und A\ = « +% gegeben. Dann ist A > 1. Weiter sei x € [—1,1],
dann gilt

| (x)o(x)] =

+A+1) T(3+)) (6.40)

T(n+20) T (3 +1)

2

F2a+ DT (n+a+l) T(3+a+i)

’1
°
+
=
!
£)
+
[\
)
+
N
=
—
Q
_l_
N[
~—
}1
/N
I3
+
—_
~——~

Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist unabhangig von x, damit erhalten wir
(6.35).

Nun seien % >a>0und \ := oz—f—% gegeben. Dann ist % < A < 1. Weiter sei wieder
€ [-1,1], dann gilt
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

(6.41)

Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist wieder unabhéngig von x, damit erhal-
ten wir (6.36). O

Aus den vorherigen Ergebnissen lassen sich scharfe Abschiatzungen entnehmen, die
wir spater anwenden. Allerdings sind diese fiir spatere Betrachtungen teilweise sehr
unhandlich und wir benétigen zum Teil nur das asymptotische Verhalten. Die fol-
genden Korollare geben Aufschluss iiber das asymptotische Verhalten der Abschét-
zungen.

Im ersten Fall erhalten wir als Folgerung aus Satz 6.9:

Korollar 6.10. Fir o > % qilt

Jmax [P0 (@)o(e)| = O (n72). (6.42)
Fdr%2a>09ilt
Jnax [P0 (@)o(e)| = O (n7?). (6.43)

Beweis. Sei zunachst o > % Mit Satz 6.9 gilt

» F2a+1)T(n+a+1)T (% +a+1)
max |P5*(z)o(z)| < - - . (6.44)
ze[-L1] Ta+ DT (a+2)T(n+20+1)T (2 +1)
Wir wenden Lemma 2.10 auf die Quotienten
‘F(n+a+1)| T(3+a+}) (6.45)
I'(n+2a+1) r(%+1)

an und erhalten
P2a+1)l(n+a+1)0(%+a+1)
Ta+ DT (a+3)T(n+20+1)T (3 +1)

(2@2) O (na+1_(20‘+1)> 0 ((n>a+§1> (646)

= (n*%) _

poe <
Jax [Pre(@)e()] <
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Nun sei = > a > 0. Dann gilt mit Satz 6.9

F'2a+1)T'(n+a+1)

max | P

Auch hier wenden wir Lemma 2.10 auf den Quotienten

|Fm+a+U'
T (n+ 20+ 1)

an und erhalten

z€[~1,1] |\/‘r (@+3)T(@+ )T (n+2a+1)|

F'(@)T' 2a+ )T (n+a+1)

(2:22) (na+17(2a+1))

=0 (n™).

Im zweiten Fall erhalten wir als Folgerung aus Lemma 6.8:

Korollar 6.11. Fiir a > % qilt
V[Pseg =0 (n?).
Fﬂr%2a>0gilt
V[P = O (nl_o‘) .

Beweis. Sei zunachst o > % Mit Lemma 6.8 folgt

VPO gl <2(n+1) max |Po(2)o(a)].

z€[—1,1]
Somit folgt mit Korollar 6.10

max _|P5*(z)o(x)| = O (n_%) .

ze[—1,1]

Daraus erhalten wir (6.50).
Sei nun % > a > 0. Mit Lemma 6.8 folgt in diesem Fall

VIP2®g < 2(n+1) max |Poe(x)o(a).

z€[—1,1]
Schliefflich folgt mit Korollar 6.10
max | P2 (z)o(x)| = O (n™).

ze[-1,1] "

Wir erhalten (6.51).

N ﬁF(a+%)F(a+1)F(n~l—2a+1)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Wir fahren nun mit einem Lemma fort, welches wir fiir kommende Berechnungen
zur Verfiigung stellen.

Lemma 6.12. Firn < % gilt

NININ 1+ 2n?
- < e (6.56)
I'(n4+2+ N)(N —n)! N +1
Beweis. Der Fall n = 0 ist trivial. Fiir beliebiges 1 <n < % gilt
NININ B N NI(N +1)!
L(n+2+N)(N—-n)!| N+1(n+1+ NN —n)!
_ N = Nk
B N+1;N+k+2
N ﬁ N —k
N+1g4N+Fk+2
ol N — 6.57
<1- N i N—-n+1 (6.57)
N+1 4 N+n+1
N ( —n+ 1)
N+1\N+n+1
N < —2n>
N+1
_ N <1 —Qn)
Wir verwenden nun die Bernoulli-Ungleichung:
(1+2)" > 14 maz, (6.58)

fir alle m € Nund « > —1 (vgl,, z.B., [41, S. 62]). Fiir z := =2* gilt > —1, da
laut Voraussetzung n < % ist. Nach der Bernoulli-Ungleichung ergibt dies

—2n\" —2n
14+ — > 1 — .
<+N>_+nN (6.59)

Wir erhalten insgesamt

] NININ <1 N (1 N —2n>
JE— —_—— ni
Fn+2+ N)(N—n)!| — N +1 N (6.60)
1 5 n? .
CN+1 "N+1
O
Unmittelbar aus diesem Lemma erhélt man folgende Aussage:
61 —
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Lemma 6.13. Firn < % gilt

NININ n?
=1 — . .61
I'(n+24+ N)(N —n)! +O<N> (6.61)
Beweis. Nach Lemma 6.12 gilt fir beliebiges n < %
NININ 1+ 2n? n?
_ < =0|—]. 6.62
'n+2+N)(N—-n)| =~ N+1 (N) (6:62)
O

Das folgende elementare Lemma bendtigen wir ebenfalls fiir spéitere Betrachtun-
gen. Es ist eine Rechenregel in Bezug auf die totale Variation des Produkts zweier
reellwertiger Funktionen von beschréankter Variation.

Lemma 6.14. Fiir alle Funktionen f,g € BV [-1,1] gilt

Vifgl < max [f@)V o)+ max, |ga)Vf]. (6.63)

Beweis. Seien f,g € BV [—1,1]. Weiter sei {z1, ..., xx} eine Zerlegung des Intervalls
[—1,1], d. h. es ist

—1:.’K1<$2<"'<l‘i<l’i+1<"'<$K,1<£L‘K:1. (664)
Dann gilt fiir jedes i € {1,..., K — 1}
| (@is1) g (zira) — [ (i) g ()]
<|f (@i1) 9 (wia) — S (wiea) g (@a)| + [f (wir1) g (2:) — S (2:) g (21)] (6.65)
< max 17 lg (oen) — g ()| +_max lo(o)]1f (i) = f (22)]

Die Summation tiber : = 1,..., K — 1 auf der linken und rechten Seite der Unglei-
chungskette fithrt zu

5 1F (@i41) g (@is1) = f (@) g (1)

K— K-1 (6.66)
< ma 'Y lg o) — 0 )]+ max o) 3 1f (o) — S (2] @
=1 =1
<
max |f@)Vlgl+ max 9@V 1]
Da die Zerlegung beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O

Dem folgenden Lemma entnehmen wir eine Fehlerabschétzung fiir das Trapezverfah-
ren, welches wir in Definition 2.24 eingefiihrt haben. Das Lemma folgt unmittelbar
aus Satz 2.26 durch das Setzen von @ = —1 und b = 1. Diese Fehlerabschatzung
wenden wir in kommenden Berechnungen an.
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Lemma 6.15 (vgl., z.B., [21, S. 218, (7.14)]). Fir jedes f € C[-1,1]N BV [—1,1]
und alle N € N gilt

L/ flade =5 7 (1) = FCD - GO VUL (667

Bis hierhin haben wir einige Resultate bereitgestellt, die eher von technischer Natur
sind. Sie stellen unter anderem wichtige Eigenschaften der Jacobi-Polynome und
Hahn-Polynome zusammen.

Im Folgenden betrachten wir zundchst den Fall @ = = 0 und im Anschluss den
Fall « = g > 0. An einigen Stellen unterscheiden sich diese beiden Félle im Beweis.

Wir betrachten zuerst den Fall @« = 5 = 0 und schreiben der Einfachheit halber kurz
P, = P%Y sowie Q,(z) = Q,, (z,0,0, N). Die Gewichtsfunktionen sind in diesem Fall
0 =1 und w = 1. Wir schreiben also auch fiir die inneren Produkte (-,-), und (-, -)
nur kurz (-,-) und (-,-). Um die einzelnen Berechnungen einfacher nachvollziehen
zu konnen, schreiben wir dariiber hinaus (f,¢) fir innere Produkte der Gestalt
<f (%() — 1) . g (%() - 1)> zwischen zwei Funktionen f : [—-1,1] — R und g :
[—1,1] = R.

Im Folgenden sei

(—1)"NINI2
T(n+2+N)(N—n)

Ap N = (6.68)

Lemma 6.16. Sei fir N € N
1 1
N ) (69
Fiir jedes f € BV [—1,1] gilt
2 N N
P QS+ D) = (£.Q @ (S +2)) Auy| =0 (N) . (670)

mit n < n(N), fir jedes x € [—1,1].
Beweis. Sei f € BV [—1,1] und sei x € [—1, 1]. Dann gilt fir beliebiges n < n(N)
2 N N
P Q (S0 +2) = (1.0 Qu (S0 +0) Auy

(—1)"NIN12
(n+2+ N)(N —n)!

(6.71)

<le. (F0+)] ‘]f, (2 Pa) = {1, Qu)
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Mit Lemma 6.1 folgt

P Qu (304 0) = (£.Qu) Qo (51 +2) Au
(—1)"NIN12
T(n+2+N)(N —n)

LR = ") 3 A=

(f: Pa = (=1)"Qu) = (f.(=1)"Qn) (r(n+2]\1ji\\[f')]zf n)l >|

(1170 = (<1"Qul) + (L1 (-1)"Qul) [(-1)"

(f Ba) = {f,Qn)

N
—A, N —1]|.
2 n,N H
(6.72)

Wir wenden nun Lemma 6.13 und anschlielend Satz 6.3 an und erhalten

P Qo (30 +0) = (£.@0) Qu (30 +0)) Au

< max |f(x)]= |(1,]|P, — (=1)"Qn|) + (1, >O<n>]
(6.10) 2 [ (n?
< g, V@l |9 (N) e ( )

] (6.73)
< max ()| :0(7}5)<N+1 FUe (%)1

(2N +1). (6.74)

Fiir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt
(f, o) Pu(z) — if (f, Pn) (=1)"Qn (g(l + x))’ =0 <N> : (6.75)

mit n < n(N), fir jedes x € [—1,1].

Beweis. Sei f € C[—1,1] N BV [—1,1] und sei z € [—1,1]. Dann gilt fir beliebiges
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

n < n(N)

(F Pa) Pale) = 4 B (1" Qu (S 1))

<l - S P Pala)
R B = 5 () (C1rQu (S0 ) )
) = 24 R+ 2 P [Pae) = (1@ (S0 0)|
O iy ;gof (?\; - 1) P, (]2\; - 1)| + 2(NN+ 1) max |(@)]O (7];)
<rm- % (5 -1)m (5 -1) - Ae0RED - proR)
= f(=1)Pu( 1)‘+ Hff(l)Pn(l)'jLO (%)
(6.76)
Mit Lemma 6.15 folgt
(P Pal) = (B (-1 Qu (S 40))|
6.67) 1 n?
2 VIR + ( >+O<N)+0<N>
SG Jbl [a1X1 |f(z ]+ max |P( )|V[f]] +O<7\j>
28) | n2 (6.77)
SNL[ |2n+V[f]]—I—O<N>
(9 ;) +O< )
<o (%)
]
Lemma 6.18. Sei fir N € N
n(N) = 5 + 5/ON + 1) (6.78)
Fiir jedes f € C|—1,1]N BV [—1,1] gilt
(F.P) (1.0 , (N (e
P = g (2<1 4 x))’ ~0 <N> , (6.79)
mit n < n(N), fir jedes x € [—1,1].
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Beweis. Sei f € C[—1,1] N BV [—1,1] und sei z € [—1,1]. Dann gilt fir beliebiges
n < n(N)

(f, Fn) {f Qn)
(Po, Fn)

. gy (70+2)
(6.23) 1

2 [P Pl <f,@n>@n( (14 2)) (<1 A

1 /N
< | P P = 5 (0P (<17 (G0 4 0))|

+va<f,P>Qn( <1+x>) (@) Qu (5 0+2)) Aun|.

Wir wenden Lemma 6.16 an und erhalten

(f, P,) Q)
|(Pn,Pn>P”<x) <@n,@n>Q( (1”))|
(6.70)

1 2 N
< P,) P, — —{f, Py (—=1)" —(1 6.81
< [P P - 5 P (0@ ()| 68D
1 n?
o ()
(P, Pa)| AN
Schliefflich ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.17

‘<< L LCR <g;,%3> <<1”>>‘
N

Fu(x) —

(6.80)

)+ (v) 652,

(675)
o (&
315)2n + 1 n?

oy

of2)

Wir kénnen nun das angekiindigte Hauptergebnis fiir den Fall o = 0 beweisen.

Satz 6.19. Sei fir N € N
1 1
n(N) = 5 3
Fiir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt
(S, Qr)
‘f S nas (s ““”)’
n f Pk: TL4
o5 el o (v)
mit n < n(N), fir jedes x € [—1,1].

(2N + 1). (6.83)

(6.84)

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den personlichen Gebrauch.



6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Beweis. Sei f € C[—1,1] N BV [—1,1] und sei z € [—1,1]. Dann gilt fir beliebiges
n < n(N)

0% g are (304
<|flz) - Z (g;];ﬁ:)Pk(x)‘
> ;;,P;k) 2": Cgk%w ((1“‘))’ (6.85)
<|f(z) —kX:% ((]i:’];__’j:) Pk(x)|
+3 a0 (2 <1+””>>|

Lemma 6.18 ergibt

" (1, Q)
-3 05 (3 (1”))‘
L= 5 G pyne| o (5) o
<|f(x) - go(gfpk:)ﬂ“( )’“9()

Wir behandeln im Folgenden nun den Fall a = g > 0. Auch hier schreiben wir zur
Vereinfachung kurz P, = P** und Q,(z) = @, (z,a,a, N). Des Weiteren nutzen
wir folgende Abkiirzung

On(z) = (_1)n<”+o‘>cgn (jzvu + )0, a,N), (6.87)

n

aus Gleichung (6.6).

Lemma 6.20. Sei o > 0. Fliir jedes n < & 5 gilt

N2 NININ Col” s
Tht2a+2+ V(N —n) (N> (6.88)
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Beweis. Sei a > 0. Fiir jedes n < % gilt

N?*T(n+2+ N) . N?*T(n+2+ N)
F'n+2a+2+N)

T T(n+20+2+N)
N2 T(n4+2+N)(n+2+ N)>
(n+2+ N)2 I'(n+2a+2+N)

(222 2<1+O (75)) (HO (niN»
:0<7\,>-

Mit Lemma 6.12 folgt fiir jedes n < %

(6.89)

N2 NININ N2T(n+2+ N) NININ

D(n+2a+2+N)(N-n) T(n+2a+2+N)[(n+2+ N)(N—n)

(o) roz) e
)

O
Nun sei im Folgenden
(—1)"NIN122a+1
AY = . 6.91
PN T+ 200+ 2 4+ N)(N —n)! (6.91)
Lemma 6.21. Sei a > 0 und sei fir N € N
1 1
n(a,N) = —0z+§\/(2a+ 1)(20 4+ 2N + 1), (6.92)
Fiir jedes f € BV [—1,1] gilt
N 2 n+a MPa+1+n)
|Qn (2(1 + 513')) [N (fs Pa), ( N > — ([, Qn), TAn,N
(6.93)

1+a+max {1,a}
o)
N

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Beweis. Sei f € BV [—1,1] und sei € [—1,1]. Dann gilt fiir beliebiges n < n(a, N)
N 2 n+a« MPa+1+n)
o (Jaro) [, (1) - e T A

nln!

(a4 1+n)
n!n!

o (o)) -

L R R
2

@
An,N

@
An,N

n n! (6.94)

¥ (1+0(4) o141
220 (v + 1) n!

ntol |2 2, . N®NININ(1+0(}))
S( 0 )N<f’Pn>g_N<f’Q”>gr(n+2a+2+N)(N—n>!

Mit Lemma 6.20 folgt
N r2
o (Jaro) [, (") - e T A

@
An,N

(625) (1 +
(M) 2, -,

n

nln!

C“) SR, =5 (1Qu), (1 o (7}@)) (1+o <z1v>)‘

a>2 n°

) ) ) (6.95)
Pyt 5 (P = Qu = Pa), <1+0 <N>>|

() [rerdo () +lier=an) (-0 ()]

Wir erhalten mit Satz 6.3
2
Qn (];[(1 + x)) [2 (f, Pn), (n Z a) — ([, Qn), WFHMA;N]

N nin!
(6.
611) 2 /n+ « n?
Lo nl—i—max{La} n2
1) s @eio (" ) (140 ()
n+a n? nl—i—a—i—max{l,a} (696)
; )‘(f,Pn>Q\O<N>+O<N )
+
n

a> max | f(z)| max |Pn(x)@(:c)l<171>10<rzlv2>

z€[—1,1] z€[—1,1]

N N
Mit Korollar 6.10 folgt die Behauptung. O

n2to n1+a+max{l,a}
< max |P,(x)o(z)|O ( ) + 0 () :
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Lemma 6.22. Sei a > —% und sei fiir N € N

n(a, N) := ; —a+ ;\/(204 +1)(2a+ 2N + 1), (6.97)

Fir jedes f € C[=1,1]NBV[-1,1] und 1 > a > 0 gilt

P, P, 2 (4P, Ona)| =0 [0 6.98
(1P, Pua) = 3P, Qulo) =0 (7). (6.98
mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].
Fir jedes f € C[=1,1]NBY [-1,1] und o > 5 gilt

2 - n%-&-max{l,a}

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

Beweis. Sei a > 0. Weiter sei f € C[—1,1] N BV [—1,1] und sei € [—1,1]. Dann
gilt fiir beliebiges n < n(a, V)

(. Pa)y Pale) = 0, P2, Qule)
<[, P, Pate) = 5 (1., Pate)

2 2 5
+ N<f,Pn>an($)—N(ﬁpn)QQn(x)

(6.100)
(3.23) n-+ o 9 9 )
< ( . ) ‘(f, Po)y = (U Pado| + )(f, Pn>g] ]Pn(x) — Qn(x)’
(6.67) 1 9 )
< <n Z a) SV Pagl + 5 [ Pa) || Pule) = Qula)] -
Mit Satz 6.3 folgt
2 i
’(f, Pa) g Pu(w) = 55 (f, Pn>an(qj)’
€10 /m o\ 1
= ( " )NV [/ Pl (6.101)
2(N +1 I4max {1,a}
<N+) (ax [f(2)] max [Po(z)e(x)|O <nN> .
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Die Anwendung von Lemma 6.14 ergibt
2 ~
‘(fa Pn)gpn(‘r) - N <f7 Pn>@ Qn(x>

(663) f'm + ar\ 1
(M) L @Y R s 1P @V 1

n

nl—i—max{l@}
+ max |P,(2)o(@)|O <N>

(6.102)
<

ViRd + o o)l 0 ()

N
nlerax{l,a}
+ malxl]|P( x)o(x)|O <N>

«

. n 1+max {1,a}
< — -
<[P 0 (5 )

n
) + o, IR0 ("5
Damit folgt insbesondere fiir % >a>0

(P, Pal) = ¢ 40, Py Gl

ne n1+max{1,o¢}
<y [Png]o( )—i—mg[lalxl () 0()|O <N>

(6.43) (6.103)
n lHmax {1,a} )

< om0 (T;v) +0(n )0 (N

AuBerdem folgt insbesondere fir a > %

(P, Pale) = 2 4. ), Qula)

SV[PHQ](Q(?;\(;) + max |Py(z)o(x)|O (W)

z€[—1,1]

650 1+max{1,a}> (6.104)

< 0(n¥)o (?;) +0(n?)o (”N

1 tmax {1,a}
n2
<O\ ——| .

Lemma 6.23. Sei o > 0 und sei fiir N € N

1 1
n(a, N) = g-ats; 2o+ 1)(2ac + 2N + 1). (6.105)

B 6
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Fir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt

‘((11];,13)) Fule) = <<an%z(; Q”( (1+$))‘ ZO(W> (6.106)

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

Beweis. Sei f € C[—1,1] N BY[—1,1] und sei x € [—1,1]. Dann gilt fiir beliebiges
n < n(a, N)

(f, P, Lo (V)
’(Pn,m P~ 1 g (30+0)
(6.23) 1 o) 5 (o MNa+1+n)l(a+1)
- (Pn,Pn)g (f7 Pn)gpn( ) <f7Qn>w Qn( ) ’I’L' An,N
1 2 -
<] [ PP = 0 P.), Gulx)
1 N 2 B MNa+14+n)l'(a+1)
[ 2 R, - Q. ! 3]
(6.107)
Wir wenden Lemma 6.21 an und erhalten
(f, P, Q) )
T p P~ 105 g (30 9)
ey (Pmlpn)g Py Pal) = - 45, Py Gu() (6.108)
1 1+a+max{1a}
' o( )
(P, Pr),

Schliefflich ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.22

P,
(R ARSCRE owiny

’(Pnapn)g
(6.98) . -
(6.99) 1+max {1,a 1+a+max {1,«
B ) e ()
(P, Po),| (P, Po),| (6.109)

(325) (2n 4 2a+ 1)n!T(n + 2a + 1) pltatmax{la}
= 22 (n4+a+1)(n+a+1) N

(2_22)0 n2+a+max{1,a}
< _— .

Qn( (1+x))‘
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6.1 HAUPTERGEBNIS ZUR PUNKTWEISEN KONVERGENZ

Wir kénnen nun das angekiindigte Hauptergebnis fiir den Fall o > 0 beweisen.

Satz 6.24. Sei o > 0 und sei fiir N € N

n(a, N) ::;—a+;\/(2a+1)(2a+2]\f—i—1). (6.110)

Fir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] gilt

7o) - 3 Do ()

: n3+a+max{1,a}
]

(6.111)

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

Beweis. Sei f € C[—1,1] N BV [—1,1] und sei z € [—1,1]. Dann gilt fir beliebiges
n < n(a, N)

-3 o ana (7 1)
m (P,
< f(x)—ZmP( )’
(/: Pk)g (f, Qk>w
+ l§%<pk,pk) By(x) — Z Qe On). < (1+x)>' (6.112)
<|f(z) - Z (g;;,P:) Py(z )‘

(f, Pk)g (f, Q).
+Z (P, Py, PPy, K0~ <Qk75k> ( (1+x))‘

Lemma 6.23 ergibt

= (. Q)
f(z P e ( 14+ )
(6.106) n (f P) | <k2+a+max{1,a}>
< 7QP +> O ———— 6.113
< |fla) - k; (PP, (2 Z ~ (6.113)
f( ) Zn: (f’ )Q P( )’ (9( 3+a+max{1,a}>
<|f(x —_— .
a = (PP, N
O
Wir fassen nun die Satze 6.19 und 6.24 als unser Hauptergebnis zusammen:
73
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Theorem 6.25. Sei o > 0 und sei fiir N € N

1 1
n(a, N) = §—Oz~|—§ 2o+ 1)(20c + 2N + 1). (6.114)

Fiir jedes f € C|—1,11N BV [—1,1] gilt

- Egaro (30-0)
S e e )

(6.115)

mit n < n(a, N), fir jedes x € [—1,1].

6.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Im Folgenden stellen wir einige Resultate dar, die sich aus der Anwendung von
Theorem 6.25 ergeben. Insbesondere diskutieren wir also verschiedene Falle, in denen
wir die punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate erhalten.

Korollar 6.26. Sei a > 0. Fir jedes f € C[—1,1] N BV [—1,1] und jede Folge
(Ny)nen mit Noipdtatmaxilal o0 Lonvergiert die Methode der kleinsten Quadrate

LM (](x) = kz <gk%lz;) Qk< (1—|—:1;)) S @), n— oo (6.116)

fir jedes x € [—1,1], falls die Reihenentwicklung durch Jacobi-Polynome punktweise
gegen f(x) konvergiert, d. h.

U, B )Q Pi(z) = f(x), n — o0 (6.117)

k= Q(Pkapk’)

fir jedes x € [—1,1].

Die Reihenentwicklung >7;_ kak von einer Funktion f durch Hahn-Polynome Q)
konvergiert also punktweise, wenn die Reihenentwicklung >}, kak von der Funk-
tion f durch Jacobi-Polynome P, punktweise konvergiert und wenn
pitetmax{lal /N 5 0 fiir n, N — oo gilt. Fiir etliche Klassen von Funktionen wurde
in den letzten Jahrzehnten die Konvergenz der zugehorigen Reihenentwicklungen
in Jacobi-Polynomen gezeigt. Wir geben diesbeziiglich einige Anwendungsbeispiele
fiir Theorem 6.25 an. Im Folgenden verwenden wir das Stetigkeitsmodul w gemaf
Definition 2.6.

S. Agakhanov und G. Natanson zeigten 1966 folgendes Resultat:

S /R
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6.2 FOLGERUNGEN AUS DEM HAUPTERGEBNIS

Satz 6.27 (vgl. [3]). Seien o, 8 > —3. Fiir jede Funktion f € C[—1,1], mit

n—oo

1
lim w (f, [—1,1], > prax {2 — (6.118)
n
konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [—1,1]
gleichmdf$ig gegen f.
Unmittelbar aus Satz 6.27 und unserem Korollar 6.26 folgt:

Korollar 6.28. Sei a > 0, sei
1
feEK = {g €Cl-1,1]: limw (g, [—1,1], ) notl/2 = o} (6.119)
n—oo n

und sei (N, )nen eine Folge mit
n3+o¢+max{1,a}
lim —— =, (6.120)

n—00 Nn
Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSYN"[f] fiir jedes © € [—1,1].

Anmerkung 6.29. Offenbar gilt fir eine Lipschitz-stetige Funktion f : [—1,1] — R,
mit der Lipschitz-Konstanten

b @) =)

6.121
xte[—1,1] |$ - t| ( )

(vgl., z.B., [71, S. 186]), die Abschditzung w (f,[—1,1],0) < LJ. Also ist fir jede
Lipschitz-stetige Funktion f die Folge ( (f, 1,1], %) n) beschrankt. Damit er-
1

-
fillt jede Lipschitz-stetige Funktion f : [-1,1] — R im Fall 0 < o < § die Vo-
raussetzung aus Korollar 6.28.

V. Badkov bewies 1968 folgendes Ergebnis:
Satz 6.30 (vgl. [8]). Seien —1 < o < —% und —1 < 8 < —1. Fir jede Funktion
fecC|-1,1], mit

lim (f, —1,1], i) In(n) = 0, (6.122)

n—00

konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [—1,1]
gleichmdf$ig gegen f.

A. Belen’kii hat 1989 folgendes Ergebnis nachgewiesen:
Satz 6.31 (vgl. [10]). Sei a, B > —1. Fiir jede Funktion f € C[—1,1], mit

Tim w <f, —1,1], i) In(n) = 0 (6.123)
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6 PUNKTWEISE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

und einer am Rand von [—1,1] konvergenten Folge

(i %Pk(il)) , (6.124)

k=0 o

konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [—1,1]
gleichmdf$ig gegen f.

Aus Satz 6.31 und unserem Korollar 6.26 erhalten wir:

Korollar 6.32. Sei o > 0 und seien

Ky = {g €Cl-1,1): limw <g, —1,1], ;) In(n) — o} , (6.125)
K, = {g eC[-1,1]: (Zn: ((Pg’fj)ﬁ))ng(il)> konvergz’ert} : (6.126)

Sei f € K := KN Ky und sei (Ny)nen eine Folge mit

n3+a+max{1,a}
lim &~ = 0. (6.127)

n—00 N,
Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LS [f] fiir jedes x € [—1,1].

Im Spezialfall « = § = 0 reduzieren sich die Jacobi-Polynome zu den Legendre-
Polynomen, sieche dazu Definition 3.9. In diesem Fall kénnen wir Jackson’s Theorem
verwenden:

Satz 6.33 (vgl. [42]). Fiir jede Funktion f € C'[—1,1], mit f' € BV [—1,1], konver-
giert die Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen auf dem Intervall [—1,1] gleich-
mapfig gegen f.

Mit Anwendung von Satz 6.33 und unserem Korollar 6.26 ergibt sich:

Korollar 6.34. Sei f € K := {geC'[-1,1]: ¢ € BV [-1,1]} und sei (N,)nen
eine Folge mit

n4

lim — = 0. (6.128)

n—oo N, o

Dann konvergiert fiir a = 0 die Methode der kleinsten Quadrate LSYN"[f] fiir jedes
re[-1,1].

Die Klasse von Funktionen wird gréfler, wenn man nur das offene Intervall (—1,1)
betrachtet. M. Powierska bewies 2007 das Folgende:

Satz 6.35 (vgl. [64]). Fir jede Funktion f € C[—1,1] N BV [—1,1], konvergiert
die Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen auf dem Intervall (—1,1) punktweise
gegen f.
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6.2 FOLGERUNGEN AUS DEM HAUPTERGEBNIS

Schliefflich ergibt sich aus Satz 6.35 und unserem Korollar 6.26:

Korollar 6.36. Sei f € K :=C[—1,1]NBY [—1,1] und sei (N, )nen eine Folge mit

n4

lim — = 0. (6.129)

n—oo N, o

Dann konvergiert fiir o = 0 die Methode der kleinsten Quadrate LSnN" [f] fir jedes
re(—1,1).

Weitere Ergebnisse, auf die sich Theorem 6.25 anwenden lasst, findet man z.B. in

[17], [50], [61], [64].
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7 GleichmaBlige Konvergenz der
Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Frage nach der gleichméafligen Kon-
vergenz der Methode der kleinsten Quadrate. Dabei gehen wir insbesondere auf den
in Unterabschnitt 4.3.2 erlauterten diskreten Fall ein. Den kontinuierlichen Fall aus
Unterabschnitt 4.3.1 behandeln wir in Abschnitt 7.3 und vergleichen dort auch bei-
de Falle. Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist Theorem 7.7. Dieses Ergebnis stellt
eine unverbesserbare Abschétzung der Methode auf einem dquidistanten Gitter mit
N + 1 Stiitzstellen auf dem Intervall [—1,1] fir die Menge der dort (n + 1)-mal
stetig differenzierbaren Funktionen bereit. Dazu gehen wir wieder von der gleichen
Ausgangssituation wie im vorherigen Kapitel 6 aus und beschreiben den Operator
der Methode der kleinsten Quadrate LSY wieder geméf Gleichung (4.65), fiir den
symmetrischen Fall a = .

Wir untersuchen folgendes Problem: Fiir welche Funktionen f € K C C[—1,1] und
welches Verhéltnis N/n konvergiert die Folge (LS,]:[ [ fD gleichméfig? AnschlieSend
vergleichen wir unsere Approximationsresultate mit entsprechenden Resultaten be-
kannter Approximationsmethoden.

7.1 Hauptergebnis zur gleichmaBigen Konvergenz

Grundlegend fiir unsere Untersuchungen ist das folgende von H. Brass bewiesene
Resultat:

Satz 7.1 (vgl. [20]). Sei do eine Distribution auf [—1,1] und sei
{g: k=0,...,n+1} (7.1)

eine Familie von Orthogonalpolynomen, die orthogonal beziiglich des inneren Pro-
dukts

1

(1,90 = [ F@)g(@)do(z) (7.2)

-1

sind. Weiterhin seien diese durch (qx, qx), = 1 normiert. Sei die Distribution do so
definiert, dass die folgenden Figenschaften gelten:

o [' fx)do(x) = [, f(—x)do(x) fir jedes f € C[-1,1],
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

o sup |q(x)| = qx(l) fir jedes k=0,...,n+ 1.

z€[—1,1]
Sei
sup |Gn+1(2))]
fAS
C, = n+1 ) (7.3)
sup i ()]
ze[-1,1]
Dann gilt fiir jedes f € C"1[—1,1]
sup |f(x) = Y (fr ), ae(@)| < Co sup [0 (w)]. (7.4)
z€[—1,1] k=0 ze[—1,1]

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante C,, in Ungleichung (7.4) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Um dieses Ergebnis anwenden zu konnen, miissen wir im Folgenden eine entspre-
chende Distribution und die passende Familie von Orthogonalpolynomen definieren.
Als erstes verwenden wir dafiir die Darstellung der Hahn-Polynome durch hypergeo-
metrische Reihen gemafl Definition 3.16. Das erste Lemma gibt uns ein Verhéltnis
N/n fiir die Beschrénktheit der Hahn-Polynome. Des Weiteren sehen wir, dass die
Maxima am Rand angenommen werden.

Lemma 7.2. Sei a > —% und sei fir N € N

n(a, N) = ; —a+; (20 + 1)(20+ 2N + 1). (7.5)

Dann gilt fir beliebiges n < n(a, N)

max _|Qn(z;a,a, N)| = Q,(0;a,a, N) = (—=1)"Q,(N;,, N) = 1. (7.6)

z€[0,N]

Beweis. Unmittelbar aus dem von H. Dette bewiesenen Resultat [26], siehe auch
Satz 6.2, folgt

max_|Qn(z; a,a, N)| = max {|Qn(0; o, o, N) |, |Qn(N; 0, 0, N)| } = 1. (7.7)

z€[0,N]
Weiterhin gilt folgende Symmetrieeigenschaft (vgl., z.B., [26]):
Qn(0; 0,0, N) = (=1)"Qn(N;a,a, N). (7.8)

Mit der Definition 3.16 der Hahn-Polynome ergibt sich die Positivitat von
Qn (0;a,a, N):

Qn(o;avaaN):i (_n)k(n+a+a+1)k(0)k 1

pard (a+1), (—N), o 1. (7.9)

O
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7.1 HAUPTERGEBNIS ZUR GLEICHMASSIGEN KONVERGENZ

Anmerkung 7.3. Im Folgenden sei

: (—1)Qu (31 + 2)s 0,0, N)
Qr(x) = .
\/<Qk<a «, &, N)v Qk() «, «, N))w

(7.10)

Sei N € N und set o« = 3 > —%. Des Weiteren betrachten wir in diesem Abschnitt
die durch

/lf(:)s)da(a:) _ éf (—1 + f\ﬁ) w(i) (7.11)

gegebene Distribution do auf [—1,1].

Im néchsten Lemma weisen wir alle erforderlichen Eigenschaften der Polynome Qk
nach, die im Satz 7.1 vorausgesetzt werden.

Lemma 7.4. Sei a > —% und sei fir N € N

n(a, N) ::;—Oz+;\/(2a+1)(204+2]\f+1). (7.12)

Sei N € N und sei do die Distribution aus Anmerkung 7.3. Dariiber hinaus sei
{Qk s k=0,... ,N} die Familie von Polynomen, wie in Anmerkung 7.3 definiert.
Dann gelten mit n +1 < n(a, N) die folgenden FEigenschaften:

1. {Qk ck=0,...,n+ 1} ist eine Familie von Orthogonalpolynomen, die ortho-
gonal beziiglich des inneren Produkts (f,g)s == [*, f(2)g(x)do(z) sind.

2, (QMQ,C)U =1.
3. Y f(@)do(z) = [1) f(—x)do(x) fir jedes f € C[—1,1].

4. sup ‘Qk(a:)‘ = Qk(l) fiir jedes k =0,...,n+ 1.

ze[—1,1]

Beweis. Fir alle k.l € {1,...,n+ 1} gilt
1 N .
(Qka Ql)a I_/1 Qr(z)Qi(z)do(z) = Z@k (—1 + ]2\§) Qi (—1 + N> w(i). (7.13)

Mit der Definition von {Qk ck=0,... ,N} folgt

(DM Q. @)y
V{@r Qi) (Q1. Q)

(Qka Ql)g = (714)

8] —
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Damit erhalten wir Eigenschaft 1.
Mit k =1 gilt (Qk, Qk) = 1 und wir erhalten Eigenschaft 2.

Weiterhin gilt fir jedes f € C[—1,1]
1 N . .
2\ [a+i\ [a+ N —1
x)do( < ) . N 7.15
[y () (T)NET) e
Mit der Indextransformation i — N — ¢ und der Gleichung

2(N — i) 2

B A (7.16)
folgt
_/jf(x)da(:c) = éf (1 - ?\j) (04 ;rvliz—@> <a+z) /jf R

Damit ist Eigenschaft 3 bewiesen.
Mit Lemma 7.2 gilt fiir jedes k =0,...,n+1

1 (-1 Qr(N) _ 4
_ = = 1), 7.18
2w [ = sup Qk (@) oo Joren, T 19
womit wir Eigenschaft 4 erhalten. O]

Nun koénnen wir Satz 7.1 anwenden.

Lemma 7.5. Sei a > —% und sei fiir N € N

1 1
n(a, N) =g -atg 2o+ 1)(2ac + 2N + 1). (7.19)
SeAz' N € N und sei do die Distribution aus Anmerkung 7.3. Dariber hinaus sei
{Qk s k=0,..., N} die Familie von Polynomen, wie in Anmerkung 7.3 definiert.
Weiter sei

up [ Q0
Dy = . (7.20)
sup ;jl”(:c)\
ze[—1,1]
Dann gilt fir jedes f € C"™ [—=1,1] mit n + 1 < n(a, N)
sup |f(x) =3 (£, Qk) Qula)| < Doy sup [f" V(@) (7.21)
r€[—1,1] E—0 i z€[—1,1]

Diese Abschitzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante D,, i in Ungleichung (7.21) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.

82
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7.1 HAUPTERGEBNIS ZUR GLEICHMASSIGEN KONVERGENZ

Beweis. Wir wenden Satz 7.1 und Lemma 7.4 an. Wegen Lemma 7.4, erfullt die
Familie von Orthogonalpolynomen {Qk ck=0,...,N } alle Voraussetzungen von
Satz 7.1. Also konnen wir Satz 7.1 anwenden und erhalten die Behauptung. ]

Im folgenden Lemma ermitteln wir den Faktor D, x aus dem vorherigen Lemma
7.5, der in Gleichung (7.20) definiert ist.

Lemma 7.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.5 gilt fir beliebiges n+ 1 <
n(a, N)

su x
Do xe[—Il),l] ( )’ 2T (n+20+2)T (n+a+2) N!
T Ot (x >’ C (n+ DT (2n+2a+3)T (a+ 1) Nvt(N —n — 1)1
z€[—1,1]
(7.22)
Beweis. Zunachst gilt fiir jedes x € [—1, 1] und beliebiges n + 1 < n(a, N)
A(ln (_1)n+l dn+1 N
O () — Qi ((1 + x))
\/(Qn-i—la Qn-i—l)w dz i 2
il et (7.23)
o (_1) N (n+1) N
V(@ni1, Qnin),,
Mit Lemma 7.2 folgt
S{%IJ)V] |Qny1 ()] 1
A Te
sup  |@Qni1(x)| = ’ = : (7.24)
z€[—1,1] ‘ \/<Qn+17 Qn—i—l)w \/(Qn+17 Qn-{—l)w
Dann gilt
xes[l—llil (x)‘ B 2)”“ 1 (7.25)
sup |QA (@) N sup|Q1" (@)]
z€[—1,1] z€[0,N]
Mit der Darstellung der Hahn-Polynome gemafl Definition 3.16 folgt
(n+1) (_n - 1>n+1 (n + 2a + 2)n+1 1 dn+1
= — . 7.26
O ) G N G it D (720
Der Term (—x),,, ist ein Polynom vom Grad n + 1, welches wir durch
(—@)py = (=) (=2 +1)-ooe (o 4m) = (<) 4 5@)  (7.27)
zerlegen konnen. Dabei ist p € P,, ein Polynom vom Grad n. Daher folgt
N (—n—1), ., (n+2a+2) ., 1 1
Qi (@) = et = (=" (n+ 1)L (7.28)
o (o + 1)n+1 <_N)n+1 (n+1)!
83 —
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Mit den Umformungen

(—n=1), =(n—=1(-n)-...-(=1) = (=1)" " (n+1)! (7.29)
und
(—N),,=(-N)(-N+1)-...- (N +n) = (—1)"+1(N_ZX!_1)! (7.30)

erhalten wir

(=) (n+ 1) n+20+2),,, (N—n—1)!
(+1),,, (=1)*N!

(=) n+1)IT2n 4204+ 3) T (a4 1) (N —n—1)!

F'n+2a+2)T'(n+a+2)N! ‘

QU () = (~1y?

(7.31)

Durch Einsetzen in Gleichung (7.25) erhélt man schliefilich

su x
me[—liu ( )’ B (2)7”rl ['(n+2a+2)T(n+a+2)N!
s Agﬁ;l)(;ﬁ)‘ N (n+ 1T (2n+20+3)T(a+1) (N —n—1)I
re|—1,
(7.32)
woraus Gleichung (7.22) folgt. O

Nun kénnen wir mit Hilfe der vorherigen Lemmata das Hauptergebnis dieses Kapitels
beweisen.

Theorem 7.7. Sei o > —% und sei fir N € N

1 1
n(a, N) := g ety (2a+ 1)(2ac + 2N + 1). (7.33)
Weiter sei
ontHiT 2 2)T 2 N
Doy = (n+2a+2)T(n+ a+2) (7.34)

(mn+ DM (2n+2a+3)T (a+ 1) NN —n — 1)

Dann gilt fiir jedes f € C" [—=1,1] mit n+1 < n(a, N)

s 1) -3 e gy (T )

< D,n sup ’f(”“ )) (7.35)

ze[—1,1]

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante Dy, i in Ungleichung (7.35) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.

84—
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7.2 FOLGERUNGEN AUS DEM HAUPTERGEBNIS

Beweis. Sei N € Nund sei f € C"™' [—1,1] mit n+1 < n(a, N). Dann gilt fiir jedes
€[-1,1]

- (f, Qr),,
> (£.04),@ Z Y ( (1+2)). (7.36)

Nun wenden wir Lemma 7.5 und Lemma 7.6 an und erhalten daraus

ap |7() =3 2o (T 4m)
ze[~1,1] 0 (Qr, Q). (737
< o )]2 PT(n+2a+2)T (n+a+2) NI ‘
su ]
velor] m+ )T (@2n+2a+3) T (at+ 1) NFU(N —p — 1)
Die Unverbesserbarkeit der Abschétzung erhilt man aus Lemma 7.5. O

7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Im Folgenden présentieren wir einige Resultate, die sich aus der Anwendung von
Theorem 7.7 ergeben. Insbesondere diskutieren wir verschiedene Félle, in denen wir
die gleichméaBige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate erhalten. Zunéachst
untersuchen wir den Faktor D,, x aus Theorem 7.7. Hierzu stellen wir die folgenden
Lemmata bereit.

Lemma 7.8. Sei a > —%. Dann gilt

P(n+2a+2)T(n+a+2)  (n+1)(n+1) .
' (2n + 20+ 3) (2n + 2)! 22o<( o). (738

Beweis. Wir wenden Lemma 2.10 an und erhalten

F'(n+2a+2)T(n+a+2) T(n+1)nE27I0(n + 1)nlet2-! (1 Lo (n_1>)

T (2n + 2a +3) B T(2n 4 1)(2n)a+3)-1
- G (140 (7))
- ?224(?2; = ;a (1+o(n™)).
(7.39)
O

Lemma 7.9. Es gilt

\/71'7'7, 2 _LS an! <\/7m 11 . (7'40)
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Beweis. Wir beweisen die beiden Ungleichungen einzeln und verwenden dabei die
verallgemeinerte Version der Stirling-Formel (vgl., z.B., [31, S. 50-53], [67])

|
L <emr. (7.41)

vamn (%)

Zuerst zeigen wir die erste Ungleichung. Mit Hilfe der Stirling-Formel erhalten wir
zunachst

1
eizntl <

ot V() e

(2n)! — 27(2n) (%n)% eFin
N 1 e TIFT
SRCHONES

Eine wiederholte Anwendung der Stirling-Formel ergibt

(7.42)

1 1
| 12n+1 e12n+1
2™"n! > \/Wnlelz T1 1e12 1 _ \/7Tne125+1_ﬁ. (7‘43)
(2n)! 27 nl e 2nn]

Damit haben wir die erste Ungleichung gezeigt. In Bezug auf die zweite Ungleichung
erhalten wir wieder mit Hilfe der Stirling-Formel

(7.44)

1
eizn

1
2" \/2mn (ﬂ)n T
Eine wiederholte Anwendung ergibt

2"n! - \/ﬂnieﬁ Nen YA 1 (7.45)

T = e6n  2an+1 |
(2n)! = 2" n! e 2nn)

Somit ist auch die zweite Ungleichung bewiesen. O]

Anmerkung 7.10. Mit Lemma 7.9 erhdlt man

2ol _ VT (10 (n)). (7.46)

(2n)! ~ 2l

Wir kénnen nun die ,unhandliche” Abschatzung aus Theorem 7.7 vereinfachen.

Korollar 7.11. Sei a > —% und sei fir N € N

n(a, N) ::;—a+;\/(2a+l)(2a+2]\f—|—1). (7.47)
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Dann gilt fiir jedes f € C"1[—1,1]

o) =3 B g, (T 40)

sup

ve-1,1] =0 (Qu, Qr)y, (7.48)
< () VI (L (!
—Ies[l_”f,l]‘f x)‘2"+1(n—|—1)! P(a+1)22a< +0(n)).

mitn+1 <n(a,N).
Beweis. Sei N € N und sei f € C"™' [—1,1] mit n + 1 < n(a, N). Zunichst gilt

! " 0
vy -~ () <t (7.49)

Mit Lemma 7.8 erhalten wir

2" (n+2a+2)T (n+a+2) N!

(n+ DI (2n+2a+3)T (a+ 1) N*tFY(N —n —1)!
( )
) )

2" (n+2a+2) T (n+ o+ 2

"+ (2n+2a+3) T (a+ 1
B ol (n+ 1)!(n+1)! n® .
T+ )T (a+1)  (2n+2) 7= (140 (7))
2" (n +1)! n® .
T (2n+2)! P(a+1)22a(1+0<” )

(7.50)

Wir wenden Anmerkung 7.10 an und erhalten

2T (n+2a+2)T(n+a+2) NI
n+DIT(2n+2a+3)T (a+ 1) N*t{(N —n —1)!
m(n+1) ne .
=t (n + 1)IT (a + 1) 220 (1+o(™)).

(7.51)

Somit folgt mit Theorem 7.7 die Behauptung. O
Fir den wichtigen Fall « = 0 geben wir ergénzend die folgende Abschiatzung an.

Korollar 7.12. Sei fiir N € N

1 1
Weiter set
w(n+1) 1 1
Dn =V 7 a6t ZAm+DII | 7.53
2ntl(n 4 1)! ¢ (753)
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Dann gilt fiir jedes f € C"*1[—1,1] und fiir alle N € N mit n +1 < n(N)

<f Qk>w
xes[l_l?,u J() = %(Qk,Qk) ( (1+ )>

In Ungleichung (7.54) ist unter obigen Voraussetzungen die Konstante D,, hochstens
um den Faktor

< D, sup ‘f(”ﬂ)(x)’. (7.54)

ze[—1,1]

+

2 1 1 1
dn ‘= eT2(n+D)+1 T 24(n+D)+1  6(n+1) 24(n+1) o | (755)

verbesserbar.

Beweis. Sei N € N und sei f € C"™ [~1,1] mit n + 1 < n(N). Fiir a = 0 reduziert
sich das Theorem 7.7 zu

sup |f(x —_— < >
z€[—1,1] ( ) ];) <Qk7 Qk’) ( )
21D (n+2)T (n+ 2) N!
< (7L+1) )
< Sw | (@) (n+ DT 20+ 3) T (1) N (N —n — 1) (7.56)
YA ! N!
= sup f(n-i—l) (l’)‘ (n + ) - .
z€[—1,1] (2n -+ 2)' Nt (N —n — 1)‘
Mit der Abschétzung
N! L i
= 1-—) <1 7.57
N+ (N —n —1)! g( N)_ ’ (7.57)
erhalten wir
ap 0~ 3> P (Fas)
ve[-1,1] =0 (Qr, Qr)y,
(7.58)
< sup ‘f(n+1)(x)‘2n+1(n +1)!
ze[-1,1] (2n +2)!
Diese Abschatzung ist wegen
ok - 1 . 1, fir N 7.59
NN —n—1)! 11)( _N)_> AT o (7.59)
fiir beliebiges N unverbesserbar. Mit Lemma 7.9 folgt
ap ) -3 B (Fas)
ze[-1,1] =0 (Qu, Qr)y,
(7.60)
3 mn+1) . 4
S sup ‘f(”"" ¥ " eb(mtD) 24(nftD)+1
ze[—1,1] 2”*1 (n+1)!
sowie die Unverbesserbarkeit dieser Ungleichung bis auf den Faktor
2 + 1 11
dn = e12(n+1)+1 " 24(n+D)+1 6(n+1)  24(n+1) (761)
O
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7.2 FOLGERUNGEN AUS DEM HAUPTERGEBNIS

Aus diesem Korollar 7.12 lasst sich nun eine interessante und spezielle Antwort auf
unsere urspringliche Fragestellung finden:

Fir welche Klassen von Funktionen K C C[—1, 1], und fiir welches Verhaltnis N/n
erhilt man die gleichméBige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate LS ?

Korollar 7.13. Sei a > —%, sei

1
notz

feK = {g eC>®[-1,1]: lim sup ’g(")

n=00 el 1 1] onnl

= 0} (7.62)

und sei (N, )nen eine Folge mit

2n? + (da+2)n

N, >
200+ 1

(7.63)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSY"[f] gleichmdfig auf dem
Intervall [—1,1].

Beweis. Zunachst gilt

2
2n2—|—(4a+2)n_2<”+%+04) 200+ 1

N, > = — .64
- 200+ 1 200+ 1 2 (7.64)
Einfache Umformungen ergeben
1 2
(204+1)(204+2Nn—|—1)24<n+2+04) . (7.65)
Nach weiterem Umformen erhalt man
1 1
n (o, Ny) ::§—a+§\/(2a+1) 20+ 2N, +1) > n+1. (7.66)
Somit konnen wir Korollar 7.11 anwenden:
- (S Q)
lim sup |f(z —_— ( 1+ )
N0 pe[—1,) (z) - kz:o (Qr, Qk) ( ?)
. (n+1) v ) n® -1
<l sup |0 @)t e HO (7))
VT nots
S T (n) )
Sty A s (1050

Laut Voraussetzung ist f € K, also folgt

lim sup

- <f>Qk>w
f(x) — ’;)@k’% ( (1+x)>| 0. (7.68)
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Beztiglich der zuvor angesprochenen Fragestellung lasst sich nun leicht eine von «
unabhéingige Folge (N, ),en angeben:

Korollar 7.14. Sei a > 0, sei

1
n*ta

2nn!

feK:= {g €C*[-1,1]: lim sup ‘g(")(x)’

N0 pe[—1,)

- o} (7.69)
und sei (N, )nen eine Folge mit N,, > 2n(n + 1). Dann konvergiert die Methode der
kleinsten Quadrate LSY™[f] gleichmdpig auf dem Intervall [—1,1].

Beweis. Die Folge (Ny,)nen erfiillt unabhéngig von « die Voraussetzung aus Korollar
7.13. Denn es gilt

2n? (2a+1)2n - 2n% + (da +2)n

N, >2 1) > 202 +2n >
> 2n(n +1) > 20" + 2n %1 2a+1 ° 200 + 1

(7.70)

]

7.3 Vergleich zum kontinuierlichen Fall

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus den Abschnitten 7.1 und 7.2 mit den
Ergebnissen im kontinuierlichen Fall. Wie auch in Kapitel 6 verstehen wir hier unter
dem kontinuierlichen Fall die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen P, = P,
welchen wir in Unterabschnitt 4.3.1 eingefithrt haben. Dieser wurde von H. Brass
bereits in [19] untersucht. Er zeigte folgendes Resultat:

Satz 7.15 (vgl. [19]). Sei a > —=. Weiter sei

sup | Fy41()]
xe[—1,1]

Cy = - : (7.71)
sup ‘Pngl)(:z:)‘
ze[—1,1]
Dann gilt fiir jedes f € C"*1[—1,1]
(o Pe),
su xr) — P <(C, su (”+1) 7.72
:ce[—Il),l] f< ) (PImPk) k( ) z€[— I1)1 ’f )) ( )

Diese Abschdtzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante C,, in Ungleichung (7.72) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Dieses Ergebnis geht ebenfalls aus der Anwendung von Satz 7.1 hervor (vgl. [20]).
Im folgenden Lemma ermitteln wir den Faktor €, aus dem vorherigen Satz 7.15,
der in Gleichung (7.71) definiert ist.
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Lemma 7.16. Sei o > —%. Dann gilt fir die Konstante C,, aus Satz 7.15

sup [ P11 ()]

c _ eel-u 2T (n+a+2)(n+2a +2) (7.73)
! s[ull)l] ‘PﬁJ{l)(x)’ n+DIT2n+2a+3)T(a+1) ‘
xe|—1,

Beweis. Zunéchst sind die Jacobi-Polynome nach Definition 3.7 gegeben durch

(@4 1D)pr & (=n— 1), (n+2a+2), (1 —2)

P, = 7.74
+(7) (n+1)! kz:% (@ +1), 2k | (7.74)
Daraus folgt durch (n + 1)-faches Ableiten
Péi"'l‘l)(x) _ (a + 1)n+1 (_n - 1>n+1 (n + 2a + 2)n+1 dnt! (1 o x)n—i—l
(n+1)! (@+1),,, 2" (n+ 1)1 dant! (7.75)

(—n — ]‘>n+1 (n+2a+2>n+1 n+1
BT S A R

Mit der Umformung
(—n—1),,,=(n-1)(-n) ...-(-1) = (=)™ (n 4+ 1)! (7.76)
erhalten wir

(D"t D n+2042), 0 g (04H2042),,

(n+1) o o
Pn+1 (33) - on+1 (n + 1)| ( 1) on+1 (777)
Damit folgt
(n+1) (n+2a+2), 4 ['(2n + 2a + 3)

P = = : 7.78
xes[l_ﬂil] ‘ m <I>‘ 2n+l 27T (n 4 200 + 2) (7.78)

Weiterhin entnehmen wir Satz 3.8

n+1l+a I'(n+a+2)

sup |Phyi(x)| = = . 7.79
seboia] P (@)l ( n+1 ) T'(n+2)T(a+1) (7.79)
Insgesamt erhdlt man somit Gleichung (7.73). O

Wir vergleichen nun die beiden jeweils unverbesserbaren ,Fehlerkonstanten® D, n
aus Theorem 7.7 (diskreter Fall) und C), aus Satz 7.15 (kontinuierlicher Fall). Fur
den Quotienten D,, n/C,, gilt fir o > —%

Dan N1 n i
N =T1(1-~)<1 .
C, N (N-—n—1) UO( N>— ’ (7.80)

wobei im diskreten Fall n +1 < 1 —a + %\/(2& + 1)(2a+ 2N + 1) vorausgesetzt
wurde. Bezeichnet man mit /C,, die folgende Funktionenklasse

K, = {f eC"[-1,1]: sup ‘f(")(:c)‘ < 1}, (7.81)

z€[—1,1]

so ergibt sich folgendes Korollar:

9] —
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Korollar 7.17. Sei o = 3 > —%. Weiter set LS, der Operator der Methode der
kleinsten Quadrate im kontinuierlichen Fall gemdf Gleichung (4.52) und sei LSY

der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall gemafl Gleichung
(4.65) mitn+1 < 1 —a+5\/(20 +1)(20 + 2N +1). Dann gilt

sup  sup ‘f( — LSNf ‘ = (1 — > sup  sup |f(x) — LS,[f](z)].
feknt1 ze[—-1,1] feKn+1 ze[—1,1]
(7.82)

Anmerkung 7.18. Fir die praktische Anwendung erhalten wir fir n € No mit
Korollar 7.17 die Garantie, dass der ,worst case” beziiglich der Klasse K1 im
kontinuierlichen Fall schlechter ist als im entsprechenden diskreten Fall, falls fiir
den Polynomgrad n und die Stitzstellenanzahl N + 1 die Ungleichung n + 1 <

T—a+ %\/(204 +1)(2a + 2N + 1) erfillt ist.

Anmerkung 7.19. Betrachtet man wie in der Anmerkung zuvor den ,worst case”

sup  sup | f(x) — LSY[](x)

JeRnt1 z€[-1,1]

, (7.83)

so erhdlt man folgende Aussage:
Ein Verhdltnis n*/N — 0 mit einem k > 2 fiihrt zu keiner besseren Approzimation
im Sinn von (7.83) als das Verhdiltnis n* /N — 0.

7.4 Vergleich zur Polynominterpolation

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Polynomin-
terpolation. Wir haben bereits in Abschnitt 4.1 die Polynominterpolation behandelt
und einige bekannte Approximationsresultate dargestellt.

Insbesondere haben wir in Unterabschnitt 4.1.1 aufgezeigt, dass fiir die Praxis die
Verwendung dquidistanter Stiitzstellen im Fall einer grolen Stiitzstellenanzahl hau-
fig ungeeignet ist.

Fiir die in diesem Kapitel untersuchte Funktionenklasse KC,,41, vgl. (7.81), zichen wir
fiir einen Vergleich die Interpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen, siehe Anmerkung
4.8, heran.

Im Folgenden werde mit intpol (z1,...,x,) derjenige Operator bezeichnet, der je-
dem f € C[—1,1] das Interpolationspolynom beziiglich der Stiitzstellen xy,..., =,
zuordnet. Des Weiteren bezeichnen wir mit Z,, die wie folgt gegebene Menge reeller
Zahlentupel:

Zp ={(x1,...,2p): —1<z;<...<x, <1} (7.84)
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7.5 VERGLEICH ZUR APPROXIMATION MIT BERNSTEINPOLYNOMEN

Die Interpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen ist in dem Sinn in der Klasse I, 14
optimal, dass der Wert

1
I, = inf su su x) —intpol (x1,...,T, )| = ———r
(X1 Tt 1)E€EZn41 feIC,,IL)H me[}l),l] ‘f( ) P ( ' +1) [f]( )‘ 2n(n + 1)!
(7.85)

nur durch den Interpolationsoperator angenommen wird, der als Stiitzstellen die
Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms 7}, 1 verwendet, siehe Satz 4.10 und Korollar
4.11.

Wir vergleichen nun den in Gleichung (7.85) definierten Wert [, fiir die Polynom-
interpolation mit dem in Theorem 7.7 definierten Wert D, y fiir die Methode der
kleinsten Quadrate im diskreten Fall. Eine grobe Abschiatzung mit Korollar 7.11
ergibt sofort fiir a > —%

D}:N ST (ﬂ 1) 22;171“+§ (1 +0 (”_1)) =0 (n“+%) , (7.86)

unter der Voraussetzung n+1 < 3 — o+ %\/(204 +1)(2a+ 2N +1).

Der Unterschied ist also nur von polynomieller Groflenordnung und ist daher in
Bezug auf die Groflenordnung von 7, nur von geringem praktischen Interesse.

7.5 Vergleich zur Approximation mit
Bernsteinpolynomen

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Approxi-
mation mit Bernsteinpolynomen aus Abschnitt 4.2.

Ein Vergleich beztiglich des Maximalfehlers in der Klasse IC,, .1, wie in den vorher-
gehenden Abschnitten 7.3 und 7.4 untersucht, fithrt hier nicht weiter. Denn es gilt
fir jedes n > 1

sup - sup |f(x) — Bu[f](x)] = oo. (7.87)

feknt1 z€[0,1]

Dies sieht man wie folgt leicht ein. Fiir die Funktion p,, definiert durch py(z) := 22

erhalt man nach langerer, elementarer Rechnung unter Verwendung der Definition
4.12 des Bernsteinpolynoms:

1), 1
sup |pe(x) — By, |po| ()| = sup — |z° — 2| = —. 7.88
Sup Ipe(@) = Bu[pa] (=) = sup ZJo® — o] = 1 (7:58)
Wir wahlen nun fiir festes n > 1 und beliebiges A > 0 die Funktion f := A - p,.
Dann gilt f"*) =0, also ist f € K,,.;. Der Maximalfehler ist ﬁ. Es ist aber n fest
gewéhlt und A > 0 beliebig wéihlbar!
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Die Entscheidung, ob die Approximation mit Bernsteinpolynomen der Methode der
kleinsten Quadrate im diskreten Fall vorzuziehen ist, hédngt erheblich von der prak-
tischen Situation ab.

e Ist beispielsweise f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit be-
schrankter zweiter Ableitung und f kein Polynom vom Hoéchstgrad 1, so ist
der Maximalfehler

sup [f(x) = Bu[f]()] (7.89)

2€(0,1]
exakt von der Ordnung n~!

e Ist beispielsweise f € C*[—1, 1] und sind alle Ableitungen der Funktion be-
tragsméfig durch die gleiche Konstante beschrinkt, so gilt fiir den Maximal-
fehler gemafl Korollar 7.11

" (f,Qu)y nots
xes[l—llfg] f@) - ;;) (Qr, Q) ( 1 +x)>’ © <2n(n+ 1)!) - (790)

Andererseits erfiillen die Bernsteinpolynome verschiedene formerhaltende Eigen-
schaften, weshalb sie fiir einige Anwendungen besonders interessant sind. Diese Ei-
genschaften haben wir in Anmerkung 4.15 zusammengefasst.

Zudem konvergiert die Folge der Bernsteinpolynome gleichméfig fiir jede stetige
Funktion, dies kann fiir die Methode der kleinsten Quadrate geméfl Kapitel 5 nicht
gewahrleistet werden.

7.6 Vergleich zu anderer Stiitzstellenwahl

Wir haben in dieser Arbeit bisher die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall mit dquidistanten Stiitzstellen untersucht. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Ergebnisse aus der Literatur ein, bei denen andere Stiitzstellen verwendet werden.

Ein ahnliches Resultat zu Korollar 7.12 haben R. Barnard, G. Dahlquist, K.
Pearce, L. Reichel und K. Richards in [9] fir die Gram-Polynome ¢ gezeigt. Die
Gram-Polynome ¢ sind diskrete orthogonale Polynome auf dem Intervall [—1,1]
vom Grad k. Sie sind orthogonal auf [—1, 1] beztiglich des Skalarprodukts

:Jbi\f:f(—l—i-%]\_[l)g(—l—l—%];l). (7.91)

=1

Sie sind durch (¢, ¢x),; = 1 normiert (vgl., z.B., [9, S. 129]). Die Gram-Polynome
sind also mit den Hahn-Polynomen mit den Parametern a« = 8 = 0 vergleichbar.
Der Unterschied liegt in der Stiitzstellenverteilung des Skalarprodukts am Rand.
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Die auflersten Stiitzstellen liegen hier einen halben Stiitzstellenabstand nach innen
versetzt. Fir jedes f € C"™ [—1,1] gilt

n

f(@) =32 (f dn) g Ou()

k=0

sup
ze[—1,1]

(7.92)

/2 Tl/2

1) 2

n nl — PN -

< sup ‘f( H)(Jj)’%(n (1+(’)(n 1))—1—%(’) (N 2),

wobei N > n. Dabei ist die Konstante ¢, zwar unabhéngig von f und N, aber
abhangig von n (vgl. [9, S. 131]). Jedoch ist das Problem dieser Ungleichung eben
genau diese Konstante ¢,, denn man hat keine Information tiber das Wachstum
von ¢, wenn n ansteigt. Die uns interessierenden Aussagen iiber die Konvergenz
bei wachsendem n, und damit natiirlich bei wachsendem N, sind also mit diesem
Ergebnis nicht zu erzielen.

Man kann die Frage stellen, ob eine geschickte Stiitzstellenwahl schon dann eine gute
Approximation ermoglicht, wenn nur N > n vorausgesetzt wird. Diese Uberlegung
fithrt zu diskreten orthogonalen Polynomen auf nicht dquidistanten Stiitzstellen.
Hierzu wollen wir im Folgenden auf die Arbeit [28] von A. Eisinberg und G. Fedele
aus dem Jahr 2007 eingehen. In dieser haben die Autoren den Ansatz verfolgt, dis-
krete orthogonale Polynome mit Hilfe der Quadraturtheorie zu bestimmen.

Diese Methode basiert auf der Arbeit [49] von T. Koornwinder. In dieser hat Koorn-
winder orthogonale Polynome untersucht, die orthogonal beziiglich der Gewichts-
funktion

(1 —2)*(142)° + Myd(z + 1) + Myd(z — 1) (7.93)

sind. Diese setzt sich aus der Gewichtsfunktion o(z) = (1 — 2)*(1 + )? der Jacobi-
Polynome sowie der Delta-Distribution bei x = —1 und x = 1 zusammen. Er hat

unter anderem gezeigt, dass sich diese Polynome in Termen von Jacobi-Polynomen
PP in der Gestalt

<(anx + by) ddx - cn> PP (1) (7.94)

mit gewissen Konstanten a,, b, und ¢, ausdriicken lassen.
In der Arbeit [28] haben Eisinberg und Fedele orthogonale Polynome beziiglich eines
diskreten Skalarprodukts auf den sogenannten Gauss-Lobatto Chebyshev Punkten

k—1
Xn:{xk:—cos< 17r>: k:1,2,...,n} (7.95)

n —

betrachtet. Das Skalarprodukt ist auf der Knotenmenge X,, durch

(Frg) =3 f (e) g (x2) (7.96)

k=1
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definiert. Weiterhin definierten die Autoren entsprechend der Gewichtsfunktion
(7.93) ein Mafl p auf dem Intervall [—1, 1] durch

[ f@)dn

1
Ia+ 6 +2)
= 1—2)%(1 Bde + My f(=1) + My f(1).
WWHFM+1WW+4%[ﬂm< 2 (1+ ) dw + My f(=1) + My f(1)
(7.97)
Fir den Fall « = 8 = —% und M, = M, = m lasst sich nun mit Hilfe der

zugehorigen Gauss-Lobatto Quadraturformel folgende Beziehung zwischen (7.96)
und (7.97) herstellen:

1 f(z) 1
- dz + [f (1) + f (2)]
V11— 22 2(n—1
T4 v (n=1) (7.98)
1 n 1
_ . (2n—2)
mit xp = — cos (%W), k=1,2,...,nund £ € [—1,1]. Diese Formel integriert also

Polynome bis zum Grad 2n — 3 exakt. Definiert man nun folgendes Skalarprodukt

2L N P TC R AT PIES) N

T V1—a? 2(n —1)
so gilt
(f,9)=(n—-1)(f9) (7.100)
mit
grad f + grad g < 2n — 3. (7.101)

Die explizite Darstellung (7.94) der orthogonalen Polynome beztiglich des Skalar-
produkts (7.99) ist gegeben durch

— M _%’_% x) — Xr—
pk(£) = (n — 1)2 P4 ( ) (kj — 1)(n — 1)2 dz

k—2 d 11
nt [ 2 } (7.102)

(vgl. [49]). In numerischen Tests bezogen auf die zugehérige Methode der kleinsten
Quadrate mit dem Skalarprodukt (7.96) konnten Eisinberg und Fedele interessan-
te Approximationsergebnisse fiir die ausgewéhlten Beispielfunktionen erzielen. Eine
Fehlerabschétzung, die wir mit unseren Abschétzungen aus Abschnitt 7.2 verglei-
chen konnen, wurde nicht bewiesen.
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Wir betrachten nun den Fall, dass wir das Skalarprodukt (7.96) an den Réndern mo-
difizieren. Wir definieren ein Skalarprodukt auf der oben definierten Knotenmenge

k—1
XN:{ZL‘k:—COS<N_17T>I kzl,?,...,N} (7.103)
durch
1 2 = 1
fooh =y @)gl@) +w— ];2 flaw) g (an) + 55— f (on) g (an).
(7.104)

Dann bilden die in Definition 3.9 eingefiihrten Tschebyscheff-Polynome

(7.105)

firn =0,..., N—1 ein System von diskreten orthogonalen Polynomen beziiglich des
Skalarprodukts (7.104) (vgl., z.B., [66, S. 50]). In [20] zeigte Brass durch Anwenden
von Satz 7.1 die folgende Abschétzung:

Fiir jedes f € C"1[—1,1] gilt

(fs Th)y (n+1) 1
su x ——=T su )| —————, 7.106
s f@) - > T @) < s Faanll >‘<n+1>!2n (7.106)
mitn+2 < N.

Die gleiche Abschétzung erhalt man auch, wenn man das Skalarprodukt auf den
Tschebyscheff-Stiitzstellen definiert. Die Tschebyscheff-Stiitzstellen sind nach An-
merkung 4.8 gegeben durch

2k —1
T_ )T _ o
XN—{xk—cos< 5N 7T>. k—1,2,...,N}. (7.107)

Wir definieren also ein weiteres Skalarprodukt durch

fug fvi P (o) o (o), (7.108)

Dann bildet das System {7, k}ff:_ol von Tschebyscheff-Polynomen beziiglich dieses
Skalarprodukts ein System von diskreten orthogonalen Polynomen (vgl., z.B., [66,
S. 49]). Auch in diesem Fall zeigte Brass in [20] durch Anwenden von Satz 7.1 die
folgende Abschatzung:

Fiir jedes f € C" [—1,1] gilt

up |f(a) — > AbTkhe

1
(n+1)
- sup | f""T (x)
we[-1,1] =0 (T, Th) ’ ‘

—— =T e
( ) - ze[—1,1] (TL+ 1)'2”

(7.109)
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7 GLEICHMASSIGE KONVERGENZ DER METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

mit n + 2 < N.

Die rechten Seiten der beiden obigen Abschétzungen (7.106) und (7.109) entsprechen
genau der rechten Seite der Abschétzung (4.31) im Fall der Polynominterpolation
in Tschebyscheft-Stiitzstellen. Wir verweisen also auf den dortigen Vergleich mit der
Methode der kleinsten Quadrate beziiglich der Funktionenklasse /C,, 11 in Abschnitt
7.4.

7.7 Vergleich zum Polynom bester Approximation

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Bestapproxi-
mation durch Polynome. Wir haben bereits in Abschnitt 4.4 diese Approximations-
methode behandelt und einige bekannte Eigenschaften dieser Methode dargestellt.

Fir Polynome bester Approximation ist der Maximalfehler in der Klasse K,,.1 nach
Satz 4.25 der Wert m Wir kénnen also festhalten, dass die in der Klasse C,, 41
unverbesserbare Fehlerabschatzung fiir Polynome bester Approximation aus Satz

4.25 mit den Abschéitzungen

e (7.106) bei der Methode der kleinsten Quadrate in mindestens n + 2 Gauss-
Lobatto Chebyshev Stiitzstellen,

e (7.109) bei der Methode der kleinsten Quadrate in mindestens n + 2 Tscheby-
scheff-Stiitzstellen,

e (4.31) bei der Polynominterpolation in n 4 1 Tschebyscheff-Stutzstellen

iibereinstimmt. Unseren Ergebnissen in den Abschnitten 7.1 und 7.2 entnimmt man,
dass die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall LSflv in der Klasse K, 11
konkurrenzfahig ist, wenn Polynomgrad n und Stiitzstellenanzahl N + 1 geeignet
gewahlt werden. Man vergleiche hierzu die Ausfithrungen in Abschnitt 7.4.
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8 Numerische Resultate

In diesem Kapitel prasentieren wir numerische Resultate zur Methode der kleinsten
Quadrate. Dabei gehen wir insbesondere auf den in Unterabschnitt 4.3.2 erlauterten
diskreten Fall ein und verwenden den Operator der Methode der kleinsten Quadrate
LSY wieder gemaf Gleichung (4.65).

In Abschnitt 8.1 vergleichen wir numerisch den diskreten mit dem kontinuierlichen
Fall der Methode der kleinsten Quadrate. Aulerdem vergleichen wir die Methode im
diskreten Fall mit der Polynominterpolation in Tschebyscheff-Stiitzstellen sowie mit
der Approximation mit Bernsteinpolynomen. Diese Methoden haben wir in Kapitel
4 bereitgestellt.

In Abschnitt 8.2 betrachten wir zum einen Félle mit einem asymptotischen Ver-
hiltnis n*/N — 0 mit einem & > 2. Wir haben in Abschnitt 7.3 gezeigt, dass ein
Verhéltnis n¥ /N — 0 mit einem k > 2 zu keiner Verbesserung des Maximalfehlers
in der Klasse K, als das Verhéiltnis n?/N — 0 fiihrt. Wir untersuchen numerisch,
ob fiir ausgewahlte Testfunktionen entsprechende Aussagen gelten kénnen.

Zum anderen untersuchen wir numerisch bei welchem Verhéltnis N/n der Maxi-
malfehler bei wachsenden n und N ansteigt. Fiir den Grenzfall N = n handelt es
sich, wie in Anmerkung 4.22 dargestellt, bei dem Operator LSﬁ um den Interpo-
lationsoperator in dquidistanten Stiitzstellen. Man vergleiche diesbeziiglich unsere
Ausfithrungen zum Runge-Phidnomen in Unterabschnitt 4.1.1. Andererseits wissen
wir aus unseren Ergebnissen in Kapitel 7, dass fiir Funktionen f € C*[—1, 1] mit
Zusatzforderungen an die Beschrankung der Ableitungen das asymptotische Verhalt-
nis n?/N — 0 fiir die gleichméBige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate
ausreicht. Wir untersuchen daher numerisch das Approximationsverhalten bei einem
Verhéltnis innerhalb dieser beiden Grenzféille N = n und n?/N — 0.

In beiden Abschnitten wenden wir die Methoden exemplarisch auf die Runge-
Funktion
1

o) = T s

sowie auf die Betragsfunktion

g(x) = x|, v €[-1,1] (8.2)

ze[-1,1] (8.1)

an, zur Motivation vgl. Unterabschnitt 4.1.1.

Wir berechnen jeweils die durchschnittlichen sowie maximalen Fehler numerisch auf
einem aquidistanten Gitter X mit N = 10001 Knoten im Intervall [—1, 1]:

92 .
X—{@—=&+MN_1:M—QLHWN—1} (8.3)
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8 NUMERISCHE RESULTATE

8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden

Bei der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall verwenden wir die Stiitz-
stellenanzahl N = 2n(n + 1) aus Korollar 7.13, welche wir dort als hinreichende
untere Grenze fiir die gleichméaflige Konvergenz ermittelt haben.

Wir verwenden mit A = f aus Gleichung (8.1) beziehungsweise h = g aus Gleichung
(8.2) fiir die Fehler die folgenden Bezeichnungen:

el = max|h (&) — LS [h] ()

zeX

Y

eb = —Z‘h — LSN[h] (7)

?

e%:mgﬁm—L&m@m

5 = mz;h Sult) (@),

A= (5) - e - ()
A () e (5]
ey = max |1 () = palh] (2],

b= S 1h@) ] @)

e Dabei ist LSY der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall aus Unterabschnitt 4.3.2.

e Weiter ist LS,, der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im kontinu-
ierlichen Fall aus Unterabschnitt 4.3.1.

e B,[h(2(-) — 1)] ist das Bernsteinpolynom aus Abschnitt 4.2 von der transfor-
mierten Funktion h (2(-) — 1). Man beachte dabei die lineare Transformation
z — “£1 des Intervalls [—1, 1] auf das Intervall [0, 1], da die Bernsteinpolynome
auf dem Intervall [0, 1] definiert sind, siehe dazu Abschnitt 4.2.

e p,[h] ist das Interpolationspolynom von h in den Tschebyscheff-Stiitzstellen
aus Unterabschnitt 4.1.2.

Im Folgenden sind die jeweiligen durchschnittlichen beziehungsweise maximalen re-
lativen Fehler stets in Bezug auf €5 beziehungsweise £, angegeben.
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8.1 VERGLEICH ZU ANDEREN APPROXIMATIONSMETHODEN

8.1.1 Vergleich zum kontinuierlichen Fall

— f(x)
— LSnN(x)
— LSn(x)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 8.1

Funktionen: f, LSY[f], LS,[f].
Parameter: a=0,5=0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

- f(x) = LSnN(x)
0 _ f(x)-LSn(x)

-0.10

Abbildung 8.2
Funktionen: f — LSY[f], f — LS.[f].
Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: el =0.101513, B = 0.0327692,
£{; = 0.100575, £§ = 0.0327074.
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8 NUMERISCHE RESULTATE

— g(x)
— LSnN(x)
— LSn(x)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 8.3

Funktionen: g, LSY[g], LS,[g].
Parameter: « =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

\ [ f
ilo X35 . .\I |
II| | — g(x) - LSnN(x)

-0.02; | — g(x)-LSn(x)

-0.06'

Abbildung 8.4
Funktionen: g — LSY|[g], g — LS,[g].
Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: el = 0.0556922, B = 0.00883205,
£{; = 0.0555153, €5 = 0.00882663.

Bei beiden Testfunktionen liegt der durchschnittliche Fehler 5 und der maximale
Fehler %, im diskreten Fall geringfiigig iiber den Fehlern €% und £§; im kontinu-
ierlichen Fall. Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils um hochstens 1.0%, der
durchschnittliche Fehler jeweils sogar nur um hochstens 0.2%. Dies kann man auch
in den Abbildungen optisch erkennen. Die Ergebnisse fiir die Runge-Funktion f ver-
deutlichen unsere Resultate aus Abschnitt 7.3: Wahlt man N > 2n(n + 1), dann
ist der Qualitatsunterschied bei (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen nur
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8.1 VERGLEICH ZU ANDEREN APPROXIMATIONSMETHODEN

gering. Erstaunlich gut ist das Ergebnis fiir die Betragsfunktion g. Die Resultate aus
Kapitel 7 sind nicht anwendbar, da die Betragsfunktion nicht differenzierbar ist. Die
Ergebnisse in Kapitel 6 weisen solch ein Verhalten erst bei einem asymptotischen
Verhéltnis n? /N — 0 nach. Diese Situation untersuchen wir weiter in Abschnitt 8.2.

8.1.2 Vergleich zur Approximation mit Bernsteinpolynomen

— f(x)
— LSnN(x)
- Bn(%Y)

0.0

Abbildung 8.5
Funktionen: f, LSYN[f], B.[f].

n

Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

1.0

0.5
g4 |
0.3}

— f(x) - LSnN(x)
— f(x)-Bn(x)

[ 0.2

Abbildung 8.6
Funktionen: f — LSYN[f], f — Bulf]-
Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: el =0.101513, B = 0.0327692,
B = 0.491940, £8 = 0.0997603.
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8 NUMERISCHE RESULTATE

Abbildung 8.7
Funktionen: g, LSY[g], B,[g].
Parameter: «=0,3=0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

0.05

~ - N -
-1l0 05— _ / ~—05 110
\ | s
-0.0 | /
.f'/

\
\\

— g(x) - LSnN(x)

v/ -~ 900~ Bn(%)

915 /

\

_0.25!

Abbildung 8.8
Funktionen: ¢ — LSY[g], ¢ — Bu[g].
Parameter: a=0,5=0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: 81\% = 0.0556922, 8]8 = (0.00883205,
el = 0.246094, B = 0.0454500.

Bei beiden Testfunktionen liegt sowohl der durchschnittliche Fehler €5 als auch der
maximale Fehler £} bei der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall deut-
lich unter den Fehlern 8 und €%, bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen.
Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils mindestens um 340%, der durchschnitt-
liche Fehler jeweils mindestens um 200%. Die grofle Differenz kann man auch in den
Abbildungen besonders um den Punkt z = 0 optisch erkennen. Der relativ grofie
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8.1 VERGLEICH ZU ANDEREN APPROXIMATIONSMETHODEN

Unterschied entspricht auch unseren Erwartungen, da der Maximalfehler bei der Ap-
proximation mit Bernsteinpolynomen nur von der Ordnung n~?! ist, siehe Abschnitt
4.2.

8.1.3 Vergleich zur Polynominterpolation

— f(x)
— LSnN(x)
— pn(x)

0 205 0.0 05 ~ 10

Abbildung 8.9

Funktionen: f, LSY[f], pulf]-
Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

//\ — f(x) - LSnN(x)
' \J‘O — f(x)-pn(x)

A

Abbildung 8.10
Funktionen: f — LSY[f], f — pulf].
Parameter: «a =0, =0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: el =0.101513, B = 0.0327692,
el, =0.109153, L, = 0.0485122.
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— g(x)
— LSnN(x)

— pn(x)

Abbildung 8.11
Funktionen: g, LSY[g], pulg].
Parameter: «=0,3=0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.

0.06¢

[ o84 |

~ 02 | A~
_1r0 v —"IE.\S_ / ".\ | / \ ﬁ \/ \‘0 — g(x) - pn(x)

A4 Y

\J % \/

”‘v \_

-0.06"

Abbildung 8.12
Funktionen: g — LSY[g], g — palg].
Parameter: a=0,5=0,n=10, N =2n(n+ 1) = 220.
Fehler: el =0.0556922, £5 = 0.00883205,
el = 0.0546222, e, = 0.0191434.

Bei beiden Testfunktionen liegt der maximale Fehler ¥, bei der Methode der kleins-
ten Quadrate im diskreten Fall nah an dem Fehler €1, bei der Polynominterpola-
tion in Tschebyscheff-Stiitzstellen. Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils um
hochstens 8% zuungunsten, der durchschnittliche Fehler jeweils sogar um mindes-
tens 48% zugunsten der Methode der kleinsten Quadrate. Die Ergebnisse fiir die
Runge-Funktion f verdeutlichen unsere Resultate aus Abschnitt 7.4. Allerdings fallt
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8.2 VARIATION DER STUTZSTELLENANZAHL

auf, dass in beiden Fillen der durchschnittliche Fehler €5 bei der Methode der
kleinsten Quadrate signifikant geringer, als der durchschnittliche Fehler €5 bei der
Polynominterpolation, ist. Eine mogliche Erklarung konnte darin bestehen, dass die
Methode der kleinsten Quadrate die Fehlerquadrate auf einem aquidistanten Gitter
im Durchschnitt minimiert. In den Abbildungen fillt zudem eine starke Ahnlichkeit
der ,Funktionsverldufe* beider Methoden auf. Insbesondere liegen die Nullstellen
der Fehlerfunktionen sehr nah beieinander.

8.2 Variation der Stutzstellenanzahl

In diesem Abschnitt untersuchen wir numerisch fiir unsere beiden Testfunktionen f
und g die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall in Abhédngigkeit des
Verhéltnisses N/n.

Zum einen verwenden wir die Methode mit einer Groflenordnung der Stiitzstellenan-
zahl oberhalb von N; = 2n(n+1), konkret mit N = n3 und N3 = n*. Hier erwarten
wir, wie schon am Anfang des Kapitels diskutiert, keine grofien Verédnderungen der
jeweiligen Losungen.

Zum anderen verwenden wir die Methode mit einer Stiitzstellenanzahl im Bereich
zwischen N = n und N = 2n(n + 1), konkret mit Ny = 2n(n + 1), Ny = n2
und N3 = 2n. In diesem Fall sind wir vor allem daran interessiert, wie sich bei
unseren beiden Testfunktionen ein kleineres Verhéltnis N/n auf die Qualitidt der
Approximation auswirkt.

Wir verwenden mit h = f aus Gleichung (8.1) beziehungsweise h = g aus Gleichung
(8.2) und mit ¢ = 1,2, 3 fiir die Fehler die folgenden Bezeichnungen:

Dabei sind LS 7]:[ " fiir ¢ = 1,2, 3 die Operatoren der Methode der kleinsten Quadrate
im diskreten Fall aus Unterabschnitt 4.3.2.

Im Folgenden sind die jeweiligen durchschnittlichen beziehungsweise maximalen re-
lativen Fehler stets in Bezug auf €}, beziehungsweise €}, angegeben.
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8 NUMERISCHE RESULTATE

8.2.1 Vergleich mit groBerer Stiitzstellenanzahl

— f(x)
— LSnN1(x)
— LSnN2(x)
— LSnN3(x)

-1.0 —05 0.0 05 1.0

Abbildung 8.13
Funktionen: f, LSM[f], LSN2[f], LSY3[f].
Parameter: a=0,3=0,n=10,
Ny = 2n(n+ 1) = 220, N, = n® = 1000, N3 = n' = 10000.

0.1

0.05
\ — f(x) - LSAN1(x)

— f(x) - LSAN2(x)

n /) \ A
\/ v / v \} 19 -LSnNa()

0.05

-0.10

Abbildung 8.14
Funktionen: f — LSN'[f], f — LSY[f], f — LSY3[f].
Parameter: a=0,3=0,n=10,
Ny =2n(n + 1) = 220, N, = n® = 1000, N3 = n* = 10000.
Fehler: ety = 0.101513, e}, = 0.0327692,
g2, = 0.100799, €2, = 0.0327125,
g3, = 0.100598, 3, = 0.0327077.
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— g(x)

— LSnN1(x)
— LSnN2(x)
— LSnN3(x)

-10 —05 0.0 05 1.0

Abbildung 8.15
Funktionen: g, LSN[g], LSY?[g], LS *g].
Parameter: o =0, 8 =0,n =10,
Ny = 2n(n + 1) = 220, Ny = n? = 1000, N3 = n* = 10000.

4{0 v R/ \ | f OV T - 9= LSnN1()

0 O\E | - g(x) - LSnN2(x)
' — g(x) - LSnN3(x)

Abbildung 8.16

Funktionen: g — LSY'[g], g — LS ?[g], g — LSY*[g].
Parameter: o =0, =0, n =10,

Ny =2n(n+ 1) = 220, Ny = n? = 1000, N3 = n* = 10000.
Fehler: ey = 0.0556922, £}, = 0.00883205,

g2, = 0.0555671, €%, = 0.00882465,
g3, = 0.0555208, 3, = 0.00882635.

Wie zu Beginn des Abschnitts erwartet, ist bei Ny und N3 zumindest aus prakti-
scher Sicht der Unterschied vernachlissigbar klein. Der Maximalfehler unterscheidet

sich jeweils um hochstens 1.0%, der durchschnittliche Fehler jeweils sogar nur um
hochstens 0.2%.
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8.2.2 Vergleich mit geringerer Stiitzstellenanzahl

— f(x)
— LSnN1(x)
— LSnN2(x)
— LSnN3(x)

-10 —05 0.0 05 1.0

Abbildung 8.17
Funktionen: f, LSM[f], LSY?[f], LSY*[f].
Parameter: a=0,5=0,n=10,
Ny =2n(n+1) =220, Ny = n2 =32, N3 = 2n = 20.

— f(x) - LSNN1(x)
f(x) - LSAN2(x)
o f(x) - LSnN3(x)

-0.10

Abbildung 8.18
Funktionen: f — LSN'[f], f — LSY?[f], f — LSY3[f].
Parameter: «a=0,3=0,n=10,
Ny =2n(n+1) =220, Ny = n2 = 32, Ny = 2n = 20.
Fehler: el, = 0.101513, 5 = 0.0327692,
£2, = 0.102780, €2 = 0.0338114,
3, = 0.0987744, €3, = 0.0353820.
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— g(x)

— LSnN1(x)
— LSnN2(x)
— LSnN3(x)

-1.0

Funktionen:
Parameter:

—05 0.0 05 1.0

Abbildung 8.19
g, LS [g], LS}2[g], LS [g].
a=0,5=0,n=10,
Ny =2n(n+1) =220, Ny = n2 = 32, N3 = 2n = 20.

llll’\I
|
\

Funktionen:
Parameter:

Fehler:

U X/ 1\FU — g(x) - LSnN1(x)

" g(x)-LSnN2(x)
— g(x) - LSnN3(x)

-0.06!

Abbildung 8.20
9 — LSy (9], g — LS}[g], g — LS3*[g].
a=0,5=0,n=10,
Ny =2n(n+1) =220, Ny = n2 = 32, N3 = 2n = 20.
el = 0.0556922, e}, = 0.00883205,
£2, = 0.0536703, 2, = 0.00930164,
3, = 0.0488102, &3, = 0.0102552.

Sowohl die durchschnittlichen Fehler €}, €% und €% als auch die maximalen Fehler
et;, €2, und &3, weichen nicht erheblich voneinander ab. Der Maximalfehler un-
terscheidet sich jeweils um hochstens 13%, der durchschnittliche Fehler jeweils um
hochstens 17%.
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Da die numerischen Ergebnisse fiir n = 10 somit wenig aussagekréftig sind, verdop-
peln wir im Folgenden den Polynomgrad von n = 10 auf n = 20 und belassen das
jeweilige Verhaltnis zur Anzahl der Stiitzstellen bei Ny = 2n(n + 1), Ny = n3 und
N3 = 2n:

— f(x)

— LSnN1(x)
LSnN2(x)
LSnN3(x)

-1 -05 | 0.5 1.0

Abbildung 8.21
Funktionen: f, LSM[f], LSY*[f], LSY*[f].
Parameter: a=0,3=0,n =20,
Ny =2n(n+1) = 840, Ny = n2 = 90, N3 = 2n = 40.

F 0.06 |1

| |

| |

\ 0.04 |

| | - £(x) - LSRN (x)

| — f(x) - LSnN2(x)
0.02 1 £(x) - LSNN3(x)

Abbildung 8.22
Funktionen: f — LSN'[f], f — LSY?[f], f — LSY3[f].
Parameter: a=0,3=0,n=20,
Ny = 2n(n+1) = 840, Ny = n2 = 90, N3 = 2n = 40.
Fehler: el; = 0.0138676, e, = 0.00449756,
2, = 0.0138927, €2 = 0.00458770,
3, = 0.0638648, &3, = 0.00612865.
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8.2 VARIATION DER STUTZSTELLENANZAHL

— g(x)

LSnN1(x)
— LSnN2(x)
— LSnN3(x)

-1.0

Funktionen:
Parameter:

Funktionen:
Parameter:

Fehler:

—05 0.0 05 1.0

Abbildung 8.23
g, LSY'[g], LS?1g], LS*[g].
a=0,5=0,n=20,
Ny =2n(n+1) = 840, Ny = n2 = 90, N3 = 2n = 40.

— g(x)-LSnN1(x)
— g(x) - LSnN2(x)
— g(x) - LSnN3(x)

~0.04!

Abbildung 8.24
9 —LS3gl, g — LS}2lg], g — LS}*g).
a=0,5=0,n=20,
Ny =2n(n+1) = 840, Ny = n2 = 90, N3 = 2n = 40.
el = 0.0296598, £, = 0.00305392,
2, = 0.0291157, 2 = 0.00313687,
3, = 0.0362119, £, = 0.00434942.

Obwohl wir bei den Verhéltnissen Ny = 2n(n + 1), Ny = n2 und N3 = 2n geblie-
ben sind, kommt es nun im Fall von N3 = 2n zu erheblichen Fehlern am Rand des
Intervalls. Der Maximalfehler unterscheidet sich in diesem Fall bei der Funktion g
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8 NUMERISCHE RESULTATE

um etwa 22% und bei der Funktion f sogar um etwa 360%. Auch der durchschnitt-
liche Fehler unterscheidet sich jeweils um mindestens 36%. Zwischen den Fallen
Ny = 2n(n+ 1) und Ny = ns sind aber trotz der Verdopplung des Polynomgra-
des weiterhin keine grofien Unterschiede sichtbar. Der Maximalfehler unterscheidet
sich jeweils um hochstens 1.9%, der durchschnittliche Fehler jeweils um hochstens
2.1%. Insbesondere im Bereich (—0.9,0.9) C [—1, 1] werden in allen Féllen sehr gute
Ergebnisse bei der Approximation der Funktionen f und g erzielt.

Wihrend in den Fillen N = n® und N = n* bei den vorgestellten Beispielen kein
signifikanter Qualitétszuwachs im Vergleich zum Fall N = 2n(n + 1) zu verzeichnen
ist - und im Fall N = 2n ein deutlicher Qualititsverlust auftritt - bleibt eine Beur-
teilung im Fall N = n: unbefriedigend. Eine Vermutung, bei welchem asymptotisch
konstanten Verhéltnis n*/N mit « € (1,2) sich noch gute Approximationen erzielen
lassen, bedarf vermutlich erheblichen zusétzlichen Aufwand.
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9 Ausblick

In diesem Kapitel geben wir einen Ausblick auf eine mogliche Anwendung der Metho-
de der kleinsten Quadrate im diskreten Fall bei Spektralen-Differenzen-Verfahren zur
Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen. Eine detaillierte Einfithrung in die
Theorie hyperbolischer Erhaltungsgleichungen findet man in den Werken [5] und
[51]. Zur ausfithrlichen Darstellung und Verwendung von Spektralen-Differenzen-
Verfahren verweisen wir insbesondere auf die Doktorarbeiten [61] und [78] sowie die
Standardliteratur [22].

Viele Phianomene der Natur lassen sich sehr gut durch Systeme von partiellen Dif-
ferentialgleichungen beschreiben. Eine besondere Klasse sind dabei die sogenannten
hyperbolischen Erhaltungsgleichungen. Mit ihnen lassen sich beispielsweise Stro-
mungen gut modellieren. Da im Allgemeinen keine exakten Losungen fiir sie bekannt
sind, ist man an numerischen Losungsmethoden interessiert. Eine solche Methode ist
das Spektrale-Differenzen-Verfahren. Im Folgenden geben wir zunéchst eine kurze
Einfithrung in hyperbolische Erhaltungsgleichungen und anschliefend beschreiben
wir Spektrale-Differenzen-Verfahren.

Ein System von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen ist gegeben durch

0 9
— t —f; t) =0, xR t>0. 9.1
0+ X G (e 0) =0, @ R (9.1
Hierbei ist u : R? x R — R™ der m-dimensionale Vektor der Erhaltungsvariablen
und die f; : R™ — R™, j = 1,...,d sind die Flussfunktionen. Dabei bezeichnen
x € R? die Variablen des Raumes und t € R* die Variable der Zeit. Also ist d die
Raumdimension und m ist die Anzahl der Erhaltungsvariablen.

Ein wichtiges Beispiel fiir ein System von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen
sind die Euler-Gleichungen. Mit ihnen werden in der Praxis gasdynamische Prozesse
modelliert. Sie setzen sich physikalisch aus der Erhaltung von Masse, Impuls und
Energie zusammen und sind ein Spezialfall der Navier-Stokes-Gleichung, bei der noch
die Warmeleitung und die Viskositat berticksichtigt werden. Im zweidimensionalen
Fall d = 2 ist das System durch die folgenden partiellen Differentialgleichungen
gegeben

p gu pU
0 0 0
e e [ B e I ) 9.2)
ot | pv ox puv oy | pv°+p
pE puH pvH
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9 AUSBLICK

Dabei sind die Dichte p, die Geschwindigkeiten w in z- sowie v in y-Richtung und
der Druck p physikalische Grofilen. Der Vektor u = (p, pu, pv, pE)T ist der Vektor
der Erhaltungsvariablen. Die Energie £ = e + @ setzt sich aus der kinetischen
Energie “ +” und der spezifischen inneren Energie e zusammen. Diese steht mit der

Enthalpie H in der Beziehung H = F —I—%. Weiterhin gilt die Relation p = p (7 — 1) e.

Ein weiteres, fiir Testzwecke haufig verwendetes, sehr einfaches Beispiel einer nicht-
linearen hyperbolischen Erhaltungsgleichung ist die sogenannte Burgers-Gleichung,
welche in einer Raumdimension durch

o 01N
atu—f—ax<2u)—0 (9.3)

gegeben ist.

In der Regel werden Anfangsbedingungen u, : R? — R™ an die Erhaltungsvariablen
gestellt. Das Anfangswertproblem fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen ist dann
gegeben durch

d
—u(x,t) Zaa x,t)) =0, xR t>0, (0.4)

u(x,0) =ug(x), = <R

Die Fragen nach der Existenz und der Eindeutigkeit von Losungen u : RxR§ — R™
dieses Anfangswertproblems werden an dieser Stelle nicht weiter behandelt. Wir
verweisen auf [51] und [61].

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage nach einer numerischen Losung
dieses Anfangswertproblems. Es gibt verschiedene Moglichkeiten hyperbolische Er-
haltungsgleichungen numerisch zu l6sen. Siehe dazu beispielsweise [29] und [75]. Wir
konzentrieren uns jedoch auf Spektrale-Differenzen-Verfahren. Hierbei soll folgendes
System von Erhaltungsgleichungen

0 d (9

fir x € Q C RY ¢t > ¢, > 0 mit den Flussfunktionen i R"—=R" j=1,....d
numerisch gelost werden. Dabei diskretisiert man sowohl in der Zeit als auch im
Raum.

Wir betrachten zunachst die Zeitdiskretisierung. Hierbei betrachtet man Gleichung
(9.5) fir festes  und erhdlt dadurch eine gewohnliche Differentialgleichung in der
Zeit t. Es gibt verschiedene Ansétze gewohnliche Differentialgleichungen numerisch
zu losen, siehe beispielsweise [40]. Die Entwicklung und Analyse solcher Verfah-
ren ist ein eigenes Forschungsgebiet. Dabei unterscheidet man zwischen expliziten
und impliziten Verfahren. Werden zur numerischen Lésung U im (k + 1)-ten
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Zeitschritt ausschlieflich Werte U? von vorhergehenden Zeitschritten 0, ...,k ver-
wendet, so spricht man von expliziten Verfahren. Andernfalls spricht man von im-
pliziten Verfahren. Sehr bekannte Verfahren sind das explizite sowie das implizite
Eulerverfahren, welche durch

U (@) = Ut (@) - [ (Z(ffj (Ut (m))), (9.6)

ty

mit der Anfangsbedingung U° () = wu (x, ty) definiert sind.
Ein weiteres, sehr bekanntes, explizites Zeitschrittverfahren ist das sogenannte
Runge-Kutta-Verfahren. Ein ausgewahltes Runge-Kutta-Verfahen vierter Ordnung
aus [23] wurde in den Arbeiten [61] und [78] zur Zeitintegration verwendet. Solche
Verfahren wurden beispielsweise in [39] genauer untersucht.

Im Folgenden betrachten wir die rdumliche Diskretisierung. Bei der Spektralen-
Differenzen-Methode wird die Losung w (,t) in jedem Zeitschritt durch eine abge-
schnittene Reihenentwicklung der Form

u(z) u, () =) e (x) (9.8)

1=0
approximiert. Hierbei sind ¢y, ..., ¢, linear unabhingige Funktionen auf {2 und
Uy, . . ., W, die m-Vektoren der Koeffizienten. In den Arbeiten [61] beziehungsweise

[78] wurde der Fall m = 2 behandelt und das zugrunde liegende Gebiet 2 triangu-
liert. Dabei wurden die einzelnen Dreiecke der Triangulierung auf das Einheitsdreieck

T={(EneR: 0<&n<1, E+n<1) (9.9)
beziehungsweise
TQZ{(T,S)ERQ; —1§r,s§1,r+3§0} (9.10)

transformiert. Die im Folgenden definierten PKD-Polynome ¢; ,, beziehungsweise
APK-Polynome A4,,, wurden fir die Funktionen ¢y, ..., ¢, aus Gleichung (9.8) in
[78] beziehungsweise in [61] verwendet. Fur «, 5,7 € N mit v > o + 5 — 1 sind die
Appell-Proriol-Koornwinder-Polynome, oder kurz APK-Polynome, fiir m, [ € Ny auf
T definiert durch

2
Amilay) = P (1= 20) P77 (S — 1) a-w) (o)
— T

Hierbei sind der Kiirze halber p := y—a— £ und a; := p+ +2l. Die APK-Polynome

A, bilden ein System von stetigen orthogonalen Polynomen auf T beziiglich des
Skalarprodukts

(9 = [ /(@) g(@)h(@)dz, (9.12)
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9 AUSBLICK

wobei die Gewichtsfunktion i gegeben ist durch
ha,y) =2y (1 —z—y) 7. (9.13)

Transformiert man die APK-Polynome A;,, auf das Dreieck T? so ergeben sich
unter Verwendung der Parameter o = 1, § = 1 und v = 2 die Proriol-Koornwinder-
Dubiner-Polynome, oder kurz PKD-Polynome, durch

ma(r,s) = P’ <2(11_+ST> — 1) (1;3> P2HLO(g), (9.14)

Diese bilden ein System von stetigen orthogonalen Polynomen auf T? beziiglich der
Gewichtsfunktion 1.

Zur Berechnung der Koeffizienten 4, in Gleichung (9.8) wurde in den Arbeiten [61]
und [78] in den sogenannten 2D-GauB-Lobatto-Punkten aus den Arbeiten [15] und
[16] interpoliert. Demnach sind in einer Dimension die Gauf-Lobatto-Punkte im In-
tervall [0, 1] folgendermafien definiert: Zunéchst sei fir n € Ny das Lobatto-Polynom
n-ten Grades definiert durch Lo, (z) := P, (x). Dabei ist P, das Legendre-
Polynom (n + 1)-ten Grades geméf Definition 3.9. Fir ein n € N sind die GauB-
Lobatto-Punkte v;, ¢ = 0, ..., n definiert durch vy := 0, v, := 1 und

1
vizzi(l—l—ti) firi=1,...,n—1, (9.15)

wobei t;, 2 = 1,...,n — 1 die Nullstellen des Lobatto-Polynoms Lo,_; sind. Damit
lassen sich die 2D-GauB-Lobatto-Punkte nun folgendermafien definieren: Zu einem
n € Nseien v;, 7 = 0, ..., n die GauB-Lobatto-Punkte. Die 2D-Gauf}-Lobatto-Punkte
sind auf T gegeben durch

(14 2v; —v; — vk)) : (9.16)

1 1
(& nj) = (3 (14 2v; —v; —vy), 3

firi=0,...,n,7=0,....n—tund k=n—1—J.

Eine Entwicklung geméf (9.8) mit einem Orthogonalsystem {¢y, . .., ¢, } legt jedoch
nahe die Koeffizienten u; entsprechend des zugehorigen Skalarprodukts zu bestim-
men. Im obigen Fall der APK-Polynome A;,, konnte man also die Koeffizienten
folgendermaflen ermitteln:

(9.17)

Um die rechte Seite von (9.17) zu berechnen, miisste jedoch w auf T bekannt sein.
Da dies nicht der Fall ist, bliebe nur die Moglichkeit die entsprechenden Integrale
mit Hilfe von Quadraturverfahren anzunahern. Dieses Problem kann aber vollstan-
dig umgangen werden, wenn man ein Orthogonalsystem beziiglich eines diskreten
Skalarprodukts verwendet.
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Die Hahn-Polynome @),, lassen sich ebenfalls auf mehrere Dimensionen erweitern.
In [44] wurden die Hahn-Polynome folgendermaflen auf zwei Dimensionen erweitert,
man vergleiche auch die Ausfithrungen in [80]. Wir betrachten dazu das Dreieck

']I‘N:{a::(x,y)eRQ:xZO,yZO,x—i—ySN} (9.18)
und das darauf definierte Gitter
V:{m:(x,y)eZQ:xZO,yZO,x+y§N}. (9.19)

Seien 01,092,035 > —1 und N € Nj. Die Hahn-Polynome in zwei Variablen ¢, sind
definiert durch

¢l,m (CU; 01,02,03, N)

9.20
::Ql(x;01,02+03+2m+l,N—l) (—N+$)QO(y;02,03,N—l')7 ( )

fir jedesn=0,...,Nund [ € Ny mit [ <nund m=n —1[.
Die Hahn-Polynome in zwei Variablen sind orthogonal auf Ty beziiglich des Skalar-
produkts

(f,90w =2 f()g(®) W (), (9.21)

xeV

wobei die Gewichtsfunktion W gegeben ist durch

W () — <x+01> <y+02> <N—ac —y+o—3>_ (9.22)

01 02 g3

Verwendet man bei der Zeitintegration die Punkte aus V', so kann die Rekonstruktion
im Raum geméf (9.8) unter Verwendung der Hahn-Polynome in zwei Variablen ¢, ,,
durch

R U R (9.23)

u
b <¢l,m7 ¢l,m>W

erfolgen.

Da Losungen zeitabhangiger hyperbolischer Erhaltungsgleichungen trotz stetiger
Anfangsdaten Unstetigkeiten nach endlicher Zeit entwickeln kénnen, muss dies im
numerischen Losungsverfahren beriicksichtigt werden. Denn bei der Rekonstrukti-
on einer unstetigen Funktion durch eine abgebrochene Reihentwicklung geméf (9.8)
konnen an den Unstetigkeitsstellen Oszillationen auftreten. Dieses Verhalten wird als
Gibbs Phdanomen bezeichnet. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Problematik fin-
det man beispielsweise in [43]. Zur Reduktion dieser Oszillationen werden sogenannte
Filtertechniken angewendet, verschiedene Ansétze findet man etwa in [22] und [45].
Die in den Arbeiten [78] beziehungsweise [61] verwendeten Filtertechniken basieren
auf den Orthogonalsystemen bestehend aus den PKD-Polynomen beziehungsweise
APK-Polynomen. Die Konstruktion der Filter geht dabei auf die zugehorigen Diffe-
rentialgleichungen der Orthogonalsysteme im zweidimensionalen Fall entsprechend
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9 AUSBLICK

Definition 3.5 im eindimensionalen Fall zurtick. Die Hahn-Polynome erfiillen eine
Differenzengleichung geméafl Definition 3.14. Die Hahn-Polynome in zwei Variablen
erfiillen ebenfalls eine Differenzengleichung. Dazu bendtigen wir die folgenden Dif-
ferenzenoperatoren:

Aif (@) = [z +e) — f(z), (9.24)
Vif(®) = f(z) - f(z - e), (9.25)

fur ¢ = 1,2 mit den Einheitsvektoren e; = (1,0) und ey = (0, 1). Nach [80] erfiillen
die Hahn-Polynome in zwei Variablen ¢ ,, die Differenzengleichung:

t(N—z+oy+03+2) A Viu—y(z+o1+1)A1Vau
—zx(y+ o2+ 1) AViu+y (N —y+ o1+ 03+ 2) AyVaou
+[(N—2) (o1 +1) —x (02 + 03+ 2)] Au (9.26)
(N =y) (o2 +1) —y (o1 + 03+ 2)] Asu
=—n(n+o;+ 02+ 03+2)u.

Auf dieser Grundlage lassen sich die entsprechenden Filtertechniken eventuell auf
den diskreten Fall iibertragen.

Der hier vorgestellte Weg zur ,,Umstellung® der bisherigen klassischen (stetigen)
Methode auf die von Anfang an diskrete Methode erscheint durch die in Kapitel 6
und 7 prasentierten Ergebnisse vielversprechend zu sein. Es ist beabsichtigt Unter-
suchungen hierzu an anderer Stelle fortzusetzen.
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